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IMIRODUCTION
ICML e Tetornatfenat Sgmpe vea op the Teachiong of fieere oy

the [aterpational Commizsion on Mathematical Trstruction
(tcMI) was founded during the International Congress of
Mathematicians (ICM) at Rome in 1908, 1ts tirst president

wae Folix Flein, After the Second World war 1CMID han bheen
foeos tablishod in 1952, The following table given the terms
and the presidents of TCMI since 1952 as well as internation-

al conaresses wish [CMI ackivitiesn.

M1 TCM ICME
1952-54 Ams terdam 1954

A- E]&tgl 't Sect. VII

1955-58: Edinburgh 1958

H., Behnke Sect, VIII

1959=-62: Stockholm 1962

M.H. Stone Sect. VIII

196 3= 66! Moscow 1966

A. Lichnérowicz Sect. XKIII

1967=170: Nice 1970 ILvons 1969
H. Freudenthal Sact. Fzﬁ(XXXII)

1971=14: Vancouver 1974 Exeter 1972
J. Lighthill Symp.

1975-178: LTelsinki 1978 Karlsruhe 1976

5. Iyanaga

The teaching of dqeometry was one of the main themes in the
ICMI section of the ICM at Edinburgh in 1958. On the basis
of reports received from national sub-committees of ICMI,
il. Freudenthal gave a report on "A Comparative Study of
Methods of Initiation into Ge@mgtry"a1) puring the other
ICMs, geometry was only implicitly discussed: in 1954 as

1) Published
See alzo: ]
Groningen 1958, (Repc the Duteh Subcommittee).

b] P. Sengenhorst: D;L M&Lhude des geometrischen Anfangsunterrichts
alg Feqprhtand einer intermatiopalen Aussprache. Math.-Phys. Sem.Ber.,
Vol, 6 (1959),

1958, pp. 289-3o6
141 (Ecdl.): Methods of Initiation into Geometry.
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piart of the qencial theme "he Teaching of Mathematics [or
Studenty Between 16 and 21 Yoars of Age; in 1962 1in connec-
tion with the theme "Which Subjects in Modorn Mathiemnatlics
and Which Applications Can ¥ind a Place in Programs of See-
ondary School Inatructions?"; in 1966 as a component wlthin
the two themes "The Use of the Axlomatic Method at the Sec=
andary School Level" and The Role of Problem Solving in the

Pevelopment of Stadents’ Mathematiconl Activitios™,

At tho First International Congress on Mathematloal Eduea-
timn (ICME) at Lyons, a panel discussion on the teaching of
geometry was arranced and geometrical toples and methods N
were implicltly covered by several of the 20 invited papera?)
AL Bxetor the invited parers by o Ureudenthal ("vhat

Groups Mean in Mathematics and What They Should Mean in
Mathematical Education®) amd R, Thom (“"Modern Mathematics:
Does 1t Exist?") had particular reference to dgometry. Also
a working group chaired by A.Z. Kryaowska was concerned with
"Contemporary Presentations of Geometry at School and Uni-
versity Level".z)
In addition to the international congresses, regional con-
ferences were arranged by ICMI. In 1960 such a conference,
primarily devoted to geometry teaching was held at harhus,
Deﬂmark,é) it this confercnce J. Dieudonné and G. Choouet
presented thelr well known gpositions which played a dominant
role at the OEEC sewminars at Royaumont (France) 195% and
Dubrovnik (Yugoslavia) 196@.5)
Among the international activities related to the teaching
of geometry, the second in a4 series of three intermational

conferences arranged by theo Comprehensive Schoal Mathematicd

2} Bes: Proceedings of the st International Congress on Mathematical

gducation, Dordrecht 1976

1) See: A,G, Howson: Developments in Mathematical Educatjon, Cambridge
1973,
4) Sew: V., Behnke and others: Lectures on Modern Teaching of Geoometry
and Related Topics. Aarhus (Mathematisk Institut) 196o.
5) See: OEEC: a) New Thinking in School Mathematics. Parls 1961
L) Syno 5 for Madern Secondary School Mathematics,
Paris 1161
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Program (CSMP) at Carbondale, 111, in 1970 hag attracted

particular atteﬂti@ngﬁ)

Tie Tusté(ul din Didakcit des Matiiomad db TIRIN wt Doervfold

tadvense o

[PM was foundedd 1n 1973 as an Institute oof Blelefold Uni=
versity to perlorm SUner=rodlonai taskn. Tt entab:d Tahiment
wan sugqqestod and its initial phase 15 heina funded by the
Volkswarenw Tk Foundatlon., As part of the Unlversity, IDM
ts linked to the Paculty of Mathematics and the Faculty of
Pedavogy, Paychalogy, and Philosophy. ltes overall goal is
the furtherance of mathamatical educaticn in theory and
practice through research, develonment and sdvice. Thisg
regulres a working structure which allows national and in-
ternational cooperation with schools and universities, re-
gearch and deve lopment centers, instiwutions for in-service
teacher training, governmental organizations, cte. Accord=
ing to its plan of baaic structure7! IDM 1is particularly
concerned with the follewineg:

- development of a theorstical frame for the didactics of
mathematics by interdissiplinary cooperation with mathe=
mat!lcs and other scicnces of reference as well as inten-
aive contact with actual practice

- furtherance of scientific collaboration with individuals,
groups and institutions here and abroad by exchange of
views and experiences, svmposia, and commen projects

- contributions te the theorv and practice of mathematical
curriculum development, rupecially by developing models

- decreasina the distance between results from research and
their implementation on a practical level through coopera-
tien;linf@rmatiaﬁ, and consultation

- promoting the development of vouny scholars in the field

einer (Ed.):The Teaching of Geometry at the Pre-College

Doy descht 1971

Ty a) IDM: Strukturplan ‘75 des Instituts £9r Didakt ik der Mathemarik
der Universi tit Bielefeld, March 1975

b) Research Report 1974 of the IDM in: Universitdt Biclefeld:

Forschungsbericht 1974, Schriftenreihe Wissenschaft 5. Blelefeld
1975
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- gerlective documentation for interpnal and external use
and building an international library In the didactics

of mathematics,

The IDM professional ataff is comnosed acoording to the
interdlseiplinary working structure and conalsta prosontly

(Fall 1975%) of about 2o moemhoers,
IDM i teanat donal Ae tivdties

Uritil now INPM has held two intornational workshops and is
planning for more in the near future. These are closely
related to specific problems investigated by IDM working
taamg.g)

Also, IDM has offercd its sorvieces for the professional
preparation of ICME 1976 at Karlsruha, Three IDM working
teams are involverd in writing and pregenting survey-trend
repotts., 1n December 1975 ICMI and IDM will jointly hold

an interrnational symposium on "Present Trends, Problems and
Tauks in the Didactic of Mathematies" at the Oberwolfach
Mathematical Research Institute, FRG. This symposium, spon=
sored by the Volkawadenwerk Foundation and including the 13
reporters from various countries, will serve in part to
identify the content and working procedures for all of the
13 survey-trend reoports to be presented at Karlsruhe,

The ICMI-1DM Confeaence on the Teaching of Geome thy

During the Exeter Congress, ICMI decided to arrange scveral
regional conferences. One of them was to be devoted to the
teaching of geometry. This conference was held as a joint
activity of ICMI and IDM at the Center for Interdiscipli-
nary Rescarch (Zentrum filir interdisziplindre Forschung,
Z\F) of Blelefcld University.

) See the procesdings of the workshop held by an IDM working team and
membiors of the IREMs of Paris, Bordeaux, and Lyons:Unterrichtare-
form — Unterrichtsbeobachtung - Lehrerweiterbildung. Schriftenreihe
des IDM, Vol. 2 (1974},
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The announcement for Uthils copference indicatod that tho
major aoncern should bhe “The Role of Geomebry In Prosont-
day Mathematics Teaching", The topic was to be treated on
the basts of results from provious internatlonal discusslons
as reflected in the reportsa of the Aarhus and Carbondale
conforeneos, At Hieclefold two speakers cxplicitly plceked up
the general development, H.1, Vollrath in his introductory
pancr on recent trends made (0 clear that thero is a ghift
from axtomatle and global approaches Lo new princijiles of
oraanlzing qeometry which he calls aspects of deoometry and
guldoelines for the construction of geometrical learning
soquences. "W, Servaig gave a reviow of the lively discussion
which took place during the last 15 years on finding the

bl dmal integratlon betwoeen geomelyy and alyebra by evalua-
ting rositions taken by Dicudonné, Choauet, Delessert, Artin,
Papy, Bachmann, Freudenthal, and others. Taking into account
k. Thom's critleal posgition, he concludes that the problem
of geometry teaching consists in inltlating an active and
maaninagful learning of mathematics in whleh algebra and geo-
moetry are developed ina fruil ful symblioslis,

5. lyanaga, who also addressed the audience in his capacity
as President eolect of ICMI gave a report on a combined
geometry-algebra curriculum in Javanese secondary schools.
Other papers were concernced with the role of Intultion in
qeomnetey. G. Ewald oxhibited some links between intuition
ard axionatics., A. Blshop vmphazized an extended meaning of
goometry which he calls visual mathematies. G. Plckert in
hig paper showod that tho seemingly outmoded descriptive
yoometry can play a significant rale in mathematics 1f it

is renoved from fts lsolated position by means of a modern
languace and applications in Linear dalgebra, analysis, and
differential geometry. Also F, Freudenthal's paper on goo-
motry at primary school can be placed here, Originally he
intended to call his paper "Ich sehe ez so" ("I see it this
way") .

Another aspect of gcometry stressed was that of problem
solving., R. Stowasser cxhibited a varicty of approaches to
geometrical thinking through organized sets of problems.

0



T.J. Fletcher gave examples for the solution of problems

by unaxpected geometrical methods. G. Claeser was concerned
wlth what he calls a progressive and polyconcrete pedaqgoqy
of mathematics, which he {llustrated by means of problems
related to finite.incidence structure, Also, a paper by

H. Vygln, distributed among the participants and included
in these proceedings, reported on a highly problem-oriented
approach to geometry startina from problems in combinatorial
geomaktry.

The papers were followed by dinscussions in working groups,
reports from the groups to the full assembly, and plenary
discussions. During these discussions whose main polnts are
reported at the end of these proceedings, it became clear
to all participants that the problem of teaching geometry
still remains a very deep one and that there are more ques-
tions left open than answers tobe glven. However there was
a consengaus that progress was made in better understanding
the depth and challenge of finding the role and place of
geometry in present-day mathematics teaching.

H.G. Steiner

19
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BEGRUSSUNG DURCH DEN PRASIDENTEN DES WEGTDEUTSCHEN UNTER-
AUSSCHUSSES DER IMUK, PROF. DR. KUNLE,KARLSRUHE

Meine Damen und Herrenl

Jeh freue mich, Thnen zur Erdffnung Ihrer Reglonaltagung
uber Geometrieunterrvicht die besten Wingehe und Gride Jdes
deutachen Unterausschusses der deutschen Sektion der
internationalen mathematischen Unterrichtskommission
tiberbringen zu k#nuen. Ich habe gleichzeitiqg die Ehre,
Ihnen die Grlfe des Prdsidenten der IMUK, Herrn Professor
Iighthills, =zu {lberbringen. h

pie Bedeutung dieser Tagung ist ja dadurch unterstrichen
worden, daf ~ben dem Institut fQr Didaktik der Mathe-
matik in Bielefeld auch die IMUK selbst als Mitveranstalter
gezeichnet hat. So sind denn auch international anerkannte
Experten der Geomctrie und des Geometrieunterrichts hier
in Bielefeld zusammengekommen. Ich kann Sie nicht alle
namentlich nennen, Stellvertretend fdr alle darf ich
begrilfen das Mitglied des Exekutivkomitees der IMUK,

Herrn Professor Freudenthal aus Holland, vor allem aber
beqriBe ich den soeben in Vanc uver gewdhlten kiinftigen
pPrisidenten der TMUK, Prof. Iyanaga. Er ist zwar selbst
noch nicht anwesend, gleichwohl da.f ich ihn hier be-
griiBen, er wird etwas spiter eintreffen. Er hat den

weiten Weg von Japan hierher nicht gescheut, dafir danke
ich ihm im Namen der deutschen Mathematik-Didaktiker sehr
herzlich.

Die Zusammenarbeit mit dem neuen Pridsidenten Iyanaga
wird sicher ebenso gut und fruchtbar sein wie mit dem
bisherigen Pr#sidenten Lighthill. Wir freuen uns eehr
auf diese Kooperation,

11
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Werlehens Intercsse Bxekutivkomltee and Prdasident der TMUK
an der Entwicklung und an den Bemithongen der mathema=

tischen Didaktik {n der Bundesroepubsl ik nehmen, ARt sich
daran ermessen, dag Ja der ndehste groifde internat lonale
Fongref dber Jdep Mathemat dkunt crricht 1976 nach Deutsch-=

Pand, und zwir nach Earlsreuho, vergeben worden luat,

vl dtenor Geomict el obtaopireg hier tot ie bobd, Hier i
yerr kurzom orat dJdas Institut [de Didaktik dor Mathemat ik
nen crrichitet worden, Wir sind glilcklich, dafl ea nach
jahrislamgen and ottt verqgeblich eraocheinenden Anliufon
nun endlich gelungen bst, dicescs Instliiut als Zentrum
der mathematik-d Ldakt Pgaehen Bentthungen in der Bundes-
copabil ik bng Leben @u rufen. Zwar kann uns das nicht dioe
toirliche Anstrongupr und die Arboeit tdr die Weiterent-
wichlung der mathesatischen Didaktik und des mathemas-

Lisehen Untervichts abnehmen. An diesem Instltubt wird

aber cine Koordingt ion und Konzentration der Krdfte mog-=
1ich svdn, von der man wertvolle Impulse cerhoiten Kann.
Dics hat sich bereits bel der Initiative und der Organti=-
sation der Tagung Jgezoigt, Obwohl noch im Aufbau, hat das
IDM, wie ich hoffoe, mit diesem Symposium clnen guten Start
auf dem internationalen Parkott.

Revor Sie sich den Problemen des Geometricunterrichts in
Vortriigen und Diskussionen zuwenden, gestatten Sie mir
bitte noch einige kleine allgemelne Bemerkungen zur

situation in der Geometrie.

pDiec Geometrie hat fast 2 Jahrtausende lang die Entwick-
lung der mathematischen Wissenschaft wesentlich mitbe-
stimmt, wenn nicht beherrscht. Die Namensfolge Euklid,
pescartes, Pascal, Gauf,Hilbert linfe sich fast belie=
big verfeinern, um das zu illustrieren. Als Geometer
sieht man aber mit Sorge, daB seit einiger Zeit eine Art

12



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

®iid

kollekt ive Abkehr der Mathematiker von der Geometrie im
Gange zu seln scheint, so als ob eine gewisse Ubersitti~
gung an dexr Geometrie eingetreten sel. Der tlefere Grund
logie oder Algebra, aber auch neuexdings aktuelle Telilge-
bicte der Analysis, der angewandten Mathematik das Inte-
resse viel er Mathematiker in starkem MaBe fesseln, Gleilch-
wohl Ist dde Geonetrie weiterhin eine lebendige, produk-

t ive Wissepschaf! geblieben., Sie ist es aus sich heraus,
sie mat sich aher auch durch Fortschritte in anderen mathe-
matischen Disziplimen befruchten lassen, z. B. die Diffe-
rent jal groriet Tie der Mannigfaltigkeiten durch die Topo-
logie oder die Grundlagen der Geometrie durch die Algebra.

Es war Ren@ Thom, Jer auf die wichtige Rolle hingewlesen
hat, died e Ceometrie als Bindeglled zwischen dem um-
gang ssprichlichen und den mathemat ischen Bereich spielt.
In der pDidake k whd im Unterricht der Mathematik war daher
auch die Rolle der Geonetrie und ihre Bedeutung nie um-
stritten. Fier geht es ja darum, das didaktisch relevante
goometr ische Mater fal auszuwdhlen und unter methadischen
Gﬂchlxts&pumkéan Im Unterricht richtig einzusetzen. Keine
andere mathematisfche Disziplin ist, so meine ich, bessor
imstande, Anschawurngen und Abstraktion gleichermaden bein
Schiiler zu fSrdern und seine Kreativitdt zu entwickeln.

Mit diesen Fragen werden Sie sich nun in den folgenden
Sitzungen fachkundiger, als ich es hier in dieser Klrzo
kann, beschiftigen. Ich winsche Thnen einen ebfolgrelchen
verLauf di<ses Symposiums und reichen Gewimn aus den Dls-

kuss lonen.

Dem verans talterdem Institur f£ir Didaktik der Mathematik
und stellyortretond £lr seine Wissenschaftler und Mitar-
beiter iberbrlnge deh Herrm Kollegen Steiner den pank und
dle hesten Wilngcohe ciar Aeutschen Sektion der IMUK. Lassen
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§ie mich zum Schlud noch die Hoffnung ausdrilcken, dad wir
die Freude haben - -den, mglichst viele von Ihnen, die
Sie heute nach Bielefeld gekommen sind, in zwel Jahren
auch in Karlsruhe begrlifen zu k8nnen, wenn dort Mitte
August 1976 der dritte internationale Kongress Uber Mathe-
matikunterricht er8ffnet wird., Ich danke Ihnen.
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GEOMETRIE IM MATHEMATIKUNTERREICHT = EINE ANALYS5E NEUERER
ENTWI CKLUNGEN

H.-J. Vollrath, Wirziurg

Vordbertegungen

Ich gehe von der Annahme aus, daf heutzutage fast alle
Menschen gewisse geometrische Kenntnisse und Fihigkeiten
bendtigen, damit sie die sie umgebende Natur und ihre tech=
nisch geprigte Umwelt besser verstehen und Berufsanfoxrderun-
gen besser erkennen und bewiltigen kénnen. In Diskussionen
liber Geometrieunterricht sollten deshalb Didaktiker die
grofe Vielfalt geometrischen Denkens und Handelns sehen,

die unterschiedlich veranlagten und interezsierten Schiilern
vermittelt werden muf. Es ist deshalb notwendig, ein diffe-
renziertes Curriculum filir den Geocmetrieunterricht zu ent-
wickeln, das die verschiedenen Bedilrfnisse und Fihigkeiten
der Schiiler beriicksichtigt.

These 1: Flir die Entwicklung eines differenzierten Curricu-
lums sollten die Bedlixfnisse und Fihigkeiten der
Schiiler Vorrang haben QEQEﬂﬂbar den Interessen und

dem Geschmack der Lehrer.

Diese Feststellung sollte selbstverstidndlich sein., Aber wenn
man didaktische Vorschilige zum Geometrieunterricht sichtet,
dann erscheint es doch notwendig, sie an den Anfang dieser
Uberlegungen zu stellen. So wird man etwa den Vorschlag,
Gymnasiasten in der Trigonometrie des Poincaré-Modells der
nichteuklidischen Geomatrie zu unterrichten, als ein Beispiel
dominierender Interessen des Lehrers anfilhren kdnnen.

Es ist eine Erfahrung, daB besonders in der Geometrie Be-

16
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geisterung flir eine Theorie, spezielle Vorliebe flir trick=-
reiche Probleme, fanatische Strenge oder philosophische
Ideen den Lehrer blind sein lassen kiinnen fiir die. Bedlirf-
nisse und Fdhigkeiten der Schiiler. Curricula sollten ent=-
wickelt werden, die flir jeden Schiiler ein Programm vorsehen,
das mathematisch bedeutsame Inhalte liefert, dem Schiller
Freude macht und miglichst seinen Fidhigkeiten und Bedlirf-
nissen angemessen ist. Als ein Beispiel fiilr diese Bestrebun-
gen nenne ich KAUFMANs Ausfilhrungen auf der Carbondale Kon-
ferenz Uber die Zielsetzung des CSMP.

Das CSMP versucht, ein "individualisiertes" Curriculum da-
durch zu organisieren, daf verschiedene geometrische Zu=
glinge wie Topologie, Kongruenz-Geometrie, lineare Algebra,
projektive Geometrie, Kombinatorische Geometrie und allge-
meine THtigkeiten wie Mathematisierung, Algebraisilerung,
experimentelle Zugdnge und der Gebrauch der geometrischen
Sprache gelehrt werden (KAUFMAN) . Khnliche Uberlegungen fin-
den sich auch in anderen Geometrielehrpl&inen.

Hén beginnt mit einem experimentellen, intuitiv orientierten
Lehrgang in den frilhen Klassen (PropHdeutik) und fahrt in
den mittleren Klassen mit einem Kurs in geometrischen Teil-
gebieten fort, die an einer der oben genannten Theorien als
Hintergrundtheorie organisiert sind und in den allgemeinen
Mathematikunterricht integriert werden.

Didaktische Diskussionen ilber den Gecometrieunterricht ziel~
ten bisher hauptsichlich darauf hin, die am besten geeigne-
te mathematische Hintergrundtheorie zu finden. Das ist kein
gsehr fruchtbarer Ansatz, um ein differenziertes Curriculum
fiir die Schule zu entwickeln.

These ?2: Ein differenziertes Curriculum, das die verschiedenen
Bedlir fnisse und F3higkeiten der Schiiler befriedigt,
kann nicht dadurch entwickelt werden, daB man dle

LT



geometrische Hintergrundtheorie als Organlsations-—

prinzip variiert.

Ahnlich HuBert sich KAUFMAN iiber individualisierte Curricu-
la: "Um ein wirklich individualisiertes Curriculum zu ha-
ben, muB man die verschiedenen Gesichtspunkte verschiedener
Menschen bezilglich Mathematik im Auge haben. Jeder hat Be-
diirfnisse, die elne bestimmte Form von Mathematik erfilllen
kann. Jeder kann seinen Dienst an der Gesellschaft dadurch
erfiillen, daB er einen geeigneten Hintergrund von Mathema-
tik erh#lt" (KAUFMAN) .

Obwohl man die Notwendigkeit einsieht, die Aspekte des krea-
tiven Arbeitens, des Geometrisierens und des Prxoblemldsens
in den Vordergrund zu stellen, dominieren bis heute doch
mehr oder weniger systemorientierte Kurse in Geometrie-Un-
terricht. Das ist wohl deswegen der Fall, weil bigijetzt
keine iberzeugenden Organisationsprinzipien entwickelt wor-
den sind, die den verschiedenen Aspekten von Geometrie an=

gemessen sind.

These 3: Differenzierte Curricula k#nnen dadurch gefunden wer-
den, daB man die Leitlinien entsprechend den verschie—
denen Sichtweisen von Geometrig dndert.

In diesem Vortrag sollen verschiedene Betxachtungsweiééﬁ
von Geometrie hervorgehocben und filr jede dieser Betrachtungs-

welsen adidguate Leitlinien zur Konstruktion differenzierter
Curricula entwickelt werxrden.

These 4: Nur wenn ez gelingt, flir den Geometrieunterricht
differenzierte Curricula zu entwickeln, wird man
es rechtfertigen k&nnen, allen SBchillern Geometrie-
unterricht im Rahmen eines allgemeinen mathematischen

Unterrichts zu erteilen.

Im folgendenwerden verschiedene Sichtweisen von Geometrie
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hervorgehoben und Leitprinziplien zur Gestaltung addgquater
lernsequenzen entwickelt.

1. Geometrie als ein Vowrat mathematischen Theorien

pies ist ein Gesichtspunkt, unter dem stirker rezeptiv ein-
gestellte Mathematiklehrer Geometrie sehen. Ohne Diskussionen
warde Geometrie unter diesem Aspekt wdhrend vieler Gene-
rationen unterrichtet. Andere Aspekte, wie Anwendung (z.B.
Ballistik, Fortifikation), Probleml&sen (z.B. Dreieckskon-
gtruktionen) und die Eigenschaft des Raumes (z.B Optik und
Mechanik) wurden unter diesen Gesichtspunkt subsumiert.
Wahrend der vergangenen Jahre wurden viele Vorschldge ge-
macht, die verschiedenen geometrischen Theorien alzs Prinzip
fiir den Unterricht heranzuziehen.

piskussionen Uber verschiedene Zuginge waren ausgerichtet

auf '
formake liele: Welche Theorie kann am besten mathematisches

Denken darstellen?

14e8e, die aich auf den Inhalt beziehen: Welche Gegenstdnde sind

in der Geometrie am wichtigsten?

auf Fdhigkeiten dex Schiiler: Welche geometrische Theorie er-
laubt den leichtesten Zugang zur Geometrie?

Unter den vielen konkurrierenden Angeboten méchte ich eini-
ge besonders effektive und exprobte hervorheben, die mir

filr zukiinftiges Unterrichten wichtig zu sein scheinen. Die
Ideen der Abbildungsgeometrie haben sich als sehr bedeutsam
filr die Klassen 7 und 8 herausgestellt. Nach Vorschligen
von WILLERS, FLADT, JEGER und FABER in Deutschland wuxrden
abbifdungsonientionte Kurse entwickelt und praktiziert. Die
meisten Lehrginge heben heute in diesen Klassen Kangrnen;-
abbildungen und ihre Eigenschaften zu Beginn hervor. Subtile
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Diskussionen, ob Spiegelungen (WILLERS, FABER) cdar kon-
kurrierend, affine Abbildungen (PRADE), grundlegend im
Geometrieunterricht sein sollten, scheinen mir vorwiegend
an den pers8nlichen Interessen der Geometer orientiert zu
sein, denn die Schiller sind an einem axiomatischen Aufbaun
in dieser Altersstufe nicht interessiert (FREUDENTHAL).
JEGERs konstruktive Abbildungsgeometrie und STEINERs Vor-
sechlag auf den Carbondale Konferenz, allgemein Kongruenzi—
Abbildungen flir die Grundlegung der Geometrie zu whhlen,
stellen eine gqute Zusammenfassung der Ideen der Abbildungs-
geometrie dar. Man wird mehr oder weniger experimentell
durch Arbeiten mit Transparentpapier, Spiegeln, Schere und
Papier, Zirkel und Lineal zu Kongruenzabbildungen hinflihren
und ihre Eigenschaften studieren. Daraus ergibt sich ein
Vorrat fundamentaler Einsichten, auf den man einen Geome-

triekurs aufbauen kann.

‘Der Gruppenbegniff ist zu einer Leitlinie fiir einige frucht-

bare T4tigkeiten empfohlen worden (z.B. durch die "Synopsis”
der OEEC und durch die Carbondale Konferenz). Uberzeugende
Beispiele fiir eine Anwendung des Erlanger-Programms sind

die Systematik der Viereckslehre mit Hilfe von Symmetrie—
Gruppen (BAUERSFELD) und DIENES' Aktivitidten.

Eine breite Diskussion fand Uber die £{neare Algebra statt.
DIEUDONNE, SERVAIS, CHOQUET und PAPY machten teilweise mit
grofem Elan vertretene Vorschldge zur Betonung dlesesz As—
pekts bereits in den mittleren Klassen. Filr die Ohezstufe
wird. in der linearen Algebra eine Mdglichkeit gesshen,
einen Beitrag zur Axiomatisierung zu liefern (z.B. PICKERT).
Spezielle Geometrien wie Inversions-Geometrie (COXETER), Geo-
metrie der Polygone (BACHMANN), Inzidenz-Geometris (ZEXT~
LER) und endliche Geometrie scheinen hauptséchlich denm
formalen Training mathematischer Denkweisen zu dighen.
Wenn man diese Zugdnge bewertet, dann muB man die kostba-
re Zeit der Schiller im Auge haben. Es sollte diskutiert
werden, ob diese Ziele nicht gleichwertig mit Ubungan

v
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an wichtigeren Objekten erreicht werden kinnen, Schlieflich
sind viele Vorschlige gemacht worden, Zopologische Ideen
fiir den Cecmetrieunterricht fruchtbar zu machen. Ich ver-
weise auf die Arbeiten von HILTON, KELLY, PAPY, WALLRABEN-
STEIN und WEIDIG. Viele von ihnen sind erfolgreich erprobt
worden filr eine problemorientierte Einflhrung in den Geome-
trieunterricht. Teilveise werden diese Uberlegungen be-
griindet mit PIAGETs Theorie von der Entwicklung geome-
trischen Denkens-

All diese Zagénge leiden darunter, entweder zentrale Begriffe
dieser Theorien mur naiv zu benutzen, ehne auch nur anndhernd
ihre Tragweite zu erfassen, oder Geometrie als ein an einer
Hintergrundtheorie orientiertes Fertigprodukt zu unterrich-
ten, dessen Zusarmenhiinge von den Schillern nicht erfadt

werden.
Tor bae:
7. Geometrie ads edn Vornat von Begniffen und Sétzen zun Theonien-
bifdung

Dies ist eine Betrachtungsweise, unter der kreative Mathe-
matiker Geometrie sehen kénnen. Kritik gegen einen Unter-
richt, der Mathematik als ein Fertigprodukt unterrichtet,
filhrte zu neuen Organisationsprinzipien, KLEIN, TOEPLITZ
und WAGENSCHEIN gaben wichtige Anregungen mit der Idee des
genetischen Lehrens.

Wenn man sle auf dle Aufgabe der Theorienbildung bezieht,
so kannh man einen Unterricht erhalten, der

an dea Titigheit des Axdomatisienens
orientiert ist. Ein frilhes Beispiel ist FLADTs Parallelen-
lehre (1922). FREUDENTHALs Idee des lukalen Ordnens hat
die didaktisshe Diskussion wesentlich angeregt. Auf der
Oberwolfach-Tagung 1962 haben GRIESEL, KIRSCH und STEINER
interessante Vorschlige £ilr Ubungen in Axiomatisierung ge-
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macht.
Bedeutende Titigkeiten sind:

Begriffe definieren, nach primitiven Begriffen suchen, Sdtze
formulieren, Bewelse geben, Beweise analysieren, nach lo-
gischen Beziehungen suchen, verschiedene Definitionen ei=
res Begriffes vergleichen, einen Vorrat von Sitzen zusammen-
stellen, verallgemeinern und Methoden diskutieren. Geeignet
sind Sachverhalte, die ausreichend viele Varianten gestatten.
Ein praktikables Beispiel ist die Charakterisierung von
geometrischen Objekten mit Hilfe von Eigenschaften (z.B.

der Raute, WITTMANN 1974). Man ermittelt zundchst eine Zu-
sanmmenstel lung von Eigenschaften, aus der man nun Teileigen-
schaften aussondern kann, die das Objekt charakterisieren.
Sowohl in der Suche nach Eigenschaften als auch nach cha-
rakterisierenden Systemen von Eigenschaften haben die Schil-
ler ausreichend Spielraum zu selbstiindiger THtigkeit. Moti-
vieren l3at sich diese Uberlegung vom Problem des "Steck-
briefes" her. Frellich ist es schwer, flilr die Entwicklung
eines solchen Unterrichts ein Schulbuch zu schreiben, das
einerseits geeignete Impulse und Informationen gibt, ohne
andererseits die mdglichen L&sungen vorwegzunehmen.

Es besteht deshalb die Gefahr, daB8 die Idee des lokalen
Ordnens als eine Begriindung genommen wird, eine lokal ge-
ordnete Geometrie als ein Fertigprodukt anzubieten.

3. Geomefnie aly ein Vonrat von L8sungastrategdlen {iln Probleme

Dies ist ein weiterer Gesgichtspunkt, unter dem kreative
Mathematiker Geometrie sehen kbnnen. Gerade die Anregungen
durch geometrische Probleme haben immer wieder auch Nicht-
Mathematiker zu Freunden der Mathematik gemacht. In der
pHdagogischen Diskussion ist heute problemorientierter

l;\ ij
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Untexricht sehr wichtig. Probleme werden benutizt zur Moti-~
vation, Anwendung und auch als zentrale Gegenstinde des
Untexrichte. Wenn man verschledene Vorschliige analysiert,
Geometrie problemorientiert zu unterrichten, dann findet
man hauptsdchlich Kurse, die

an mathematischer Hintergrundtheondie onientient

sind. Die Probleme werden benutzt, um zur Entdeckung von
Sitzen hinzufithren, die dann selbst wieder als L¥sungs~
strategien fiir weitere Probleme dienen k&nnen. Es ist klar,
daB man damit keinen substantiell neuen Zugang findat.

Im traditionellen Unterricht wurden Felder von Problem-
gammlungen benutzt, wie z.B. Dreieckskonstruktionen und
geometrische Urter. Diese waren

onientient an der Systemetik des Gegenstandes,
indem man z.B. die verschiedenen gegebenen Stlicke varilerte:
Konstruiere ein Dreieck aus 3 Seiten, 2 Seiten und dem ein-
geschlossenen Winkel, 2 Seiten und dem Winkel, der der
grbteren gegeniiberliegt, 1 Seite und 2 anlieganden Winkeln

usw.

Man weiB, daB das ein sehr wichtiges formales Prinzip ist.
Denn es kann dazu dienen, sich besser zu erinnern und ei-
nen roten Faden zu finden, Aber im traditionellen Unterricht
ist dieses Prinzip Uberstrapaziert worden, Es ist mdglich,
daB Probleme, die schwieriger zu l8sen sind als spidtere Pro-
bleme, eher behandelt werden. So kann miglicherweise diese
Orientierung sher einengen.

Neuere Vorschlige filr anregende Problemsequen.eén, z.B. von
WAGENSCHEIN, WITTENBERG und ENGEL, sind oft

ondentdent an einem Themenkreds,
S0 behandelt ENGEL dile Problemsegquenzen "Optimlerung" oder
"Einteilungen der Ebene" nach wachsendem Schwierlgkeltsgrad,




Mir scheint der Problemkreis Optimierung besonders glinstig
zu sein, da er sich Uber mehrere Stufen hinziehen kann,

Man beginnt etwa mit dem Problem, einen Punkt zu finden,
der minimale Abstandssumme von drei anderen hat. Eine Ld-
sungsstrategie erhilt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung.
tlher Sehnitte von Halbebenen erhdlt man einen Zugang zur
linearen Qptimierung im 2-dimensionalen Fall. Bei der Be-
handlung von.Parabeln kann man Optimierungsaufgaben be-
handeln, die mit der Bestimmung des Scheitels gellst wer-=
den. Diese Betrachtungen k&nnen in der Analysis vertieft
werden. Dabeli besteht jedoch im jeder Phase die Gefahr, dag
man die Meth@denfainer Stufe {iberstrapaziert.

Es scheint mir deshalb sehr wichtig zu sein, daf solche
Themenkreise Uber mehrere methodische Stufen fihren, um

zu einer Vertiefung zu kommen,

Fiir die ausfilhrliche Diskussion der Themenkreismethode ver=
weise ich auf die Arbeit von WITIMANN (1974). Diese Idee
des Themenkreises ist ein wertvoller Beitrag fllr einen
Geometrieunterricht, der von Problemen beherrscht ist. Man
sollte solche Themenkreise guch an Projekten des tdglichen
Lebens, des Berufes oder einer Wissenschaft orientieren.

Beispielswelse sind die mdglichen Parkettlerungen mit Flie-
sen oder das Firben von Karten milgliche Projekte. Heute wer-
den solche Fragestellungen melst in den Lehrgang einge-
streut, um "Oasen”™ zu schaffen. So kann man etwa das Par-
kettierungsproblem als Anwendung des Satzes von der Winkel-
gumme im Vieleck behandeln. Man beraubt sich damit jedoch
der M&glichkeit, dAiesen Themenkreis als eine Leitidee zu
verwenden, mit der die Schiller den Formenreichtum von Mustern
in Eigentidtigkeit erfassen kénnten, und durch die sie etwas
vom Relz der Titigkeit eines Desgigners erfahren kénnten.

Am Anfang stinden also Vielfalt, Formenreichtum und Tun,
wihrend z.B. die einengende Frage nach mdglichen reguliiren
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Parkettierungen erst am Ende zu einer mathematischen Ver=
tiefung fihrte.

Nach den Erfahrungen mit Kursen, dié S;hﬂlEr fir einen Ab-
schluBtest trainieren, z.B. flr das Zentralabitur, oder

fiur einen Wettbewerb, z.B. Olympiade, sind Problemsequenzen
entwickelt worden, die

an Lisungastrategien ondentient

gsind, bel denen der Grad der Schwierigkeit zunimmt. Dieses
Prinzlp hatte den traditionellen Algebra-Unterricht iUber-
wuchert (LENNE). Die Kompliziertheit einer Aufgabenstellung
kann damit zu einem falschen MaBstab flir mathematisches
Niveau werden. Man weif auferdem, daB ein solches Training
sehr schnell unwirksam wisd, wenn man nicht in der Ubung
bleibt. Aufierdem besteht die Gefahr, daf8 mathematische Ideen
in den Hintergrund treten, widhrend Techniken, heute hiufig
vornehmer Strategien genannt, {lberbewertet werden. Dies
Prinzip ist allenfalls filr lokale Organisation fruchtbar.

Ein interessanter auf Probleme bezogener Unterricht ist
mdglich mit Kursen, die

an Spielen onientient

gsind. Ein anregendes Beispiel ist in SCHUPPs MUhle~ieometrle
gegeben. Er erh#lt eine Sammlung von Problemen, indem er

die Milhle-Konfiguration als eine endliche Geometrie betrach-

tet, Geometrische Einsichten fihren zu L¥sungsstrategien.
Insbesondere sollte man nach solchen Spielen suchen, bei
denen man Gewinnstrateglen auf der Grundlage geometrischer
Sdtze erhdlt.

pProblemorientierter Unterricht ist hauptsichlich motiviert
durch das Interesse an formalen 2ielen. Wichtlige Aktivitdten
aind: Transformation des Problems, Suche nach Hdhnlichen Pro=-
blemen mit bekannter Ltisung, Finden einer Annahme, Entwik-
klung von Lisungsatrategien fiir Typen von Problemen, Ver=

25
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gleich verschiedener Lisungen und Entwicklung neuer Pro-

bleme mit Hilfe des Problemlésens. Problemorientiertes
Unterrichten kann kreatives Denken f6rdern und Ffilxr Mathema-
tik im allgemeinen motivieren. Aber man muf auch den mbig=
lichen entmutigenden Effekt auf erfolglose Schiiler durch
schwierige Probleme sehen oder den abstumpfenden Effekt
blofer Ubungen auf begabte Studenten.

4. Geometnie als edn Vornat von Theondie 4iin Handfungen

Viele Menschen brauchen Geometrie als einen Hintergrund

fiir Techniken, Konstruktionen, den Umgang mit Instrumenten,
zum Treffen von Entscheidungen usw. Auch fiir Schiller mit
golchen Bedlrfnissen ist Geometrie bis heute in einem mehr
oder weniger deduktiven, systemorientierten Weg unterrich-
tet worden. Praktische Probleme oder Aktivititen werden

nur zur Motivation oder als Anwendung benutzt. Eg ist er=
schreckend,wenn 2.B. ein Geometriebuch filr techmische Be-
rufe heute immer noch im wesentlichen eine Sequenz von De-
finitionen, S54tzen und Beweisen darstellt, in der technische
Probleme lediglich in den Ubungsaufgaben auftreten. '

Die Autoren sehen dabel offensichtlich nicht die Méglichkei-
ten, Geometrieunterricht von praktischen, technischen Auf-
gaben her zu organisieren. Es sollte unser Ziel sein, die
Praxis besser zu integrieren. Man kann z.B. Lernsequenzen

entwickeln, die
an dem CGgbrauch von Instrumenten

orientiert =sind. Das klassische Problem der miglichen Kon-

spitzfindigen Zug bekommen, daB man die erlaubten Konstruk=
tionen nur auf diese Instrumente beschrinkte. Aber es scheint
doch natiirlich zu sein, am Anfang eines Lehrganges zunichst
die Méglichkeiten dieser Instrumente zu erforschen. Man kann
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auch die verachledenen Konstruktionen mit der Zeichenma-
gschine eines Architekten betrachten und lhre Arbelitswelse
zu ergriinden suchen. Es eracheint sinnveoll, fritth die Kon-
struktionsmBglichkeiton mit Zirkel und Geodreleck zu er-
fasgen., Man erhdlt so ein praktikables Zeichengerdt und
elne ausreichende gcomotrische Basis. Versuche scheinen
auch zu zelgen, dapf Schlller in Klaszaze 8 durchaus fily geo=-
metrisches Arbeiten mit eingeschriinkten Mitteln zu gewinnen
gind. So kann man etwa affine Geometrie mit dem Parallelen=
lineal erhalten (PRADE). Arbeiten mit Splegeln (WALTER,
PROKSCH) kbnnen zu elnem Aufbau der Geometrie aus dem Spie-
gelungsbegriff fihren. Man kann Unterricht auch an spe¢i-
ellen Typen von Instrumenten orientieren wie z.B. Lingen~
messinstrumenten. Im Hinblick auf berufsorientierten Unter-
richt ist es zweckmifig, Unterrichtseinheiten zu flinden,
die

an efnem Profeht ondentiert sdnd,

S0 kann z.B. in dem Projekt: Planung und Bau eines Hauses
eine Fiille geometrischer Aktivitdten angesprochen werden.
Berelts in der Planung werden Fragen des Mafstabs, der
Ehnlichkeit, Teilungen von Strecken, Zeichnen von Winkeln,
Messen von Winkeln, Bestimmen von Fldchen= und Rauminhalten,
Zeichnen von Grund- und Aufrif, Lesen von Plinen usw. ange-
gsprochen. Das kann bis zu tiefliegenden Fragen der projek-

tlven Geometrie filhren (z.B. FLETCHERs Architect's Geometry).
Filr den praktlschen Tell sind Gerdte wie Wasserwaage, Senk-
blei und Spannleine als praktische Werkzeuge flir geometri-
sche Konstruktionen zu entwickeln. Ein anderes Beispiel
kann die Konstruktion von Strafien sein: Die kiirzeste Ver-
bindung zwischen zwel D&rfern zu finden, einen Punkt mit
minimaler Abstandssumme von drei anderen Punkten zu finden,
Kurven und Tangenten zu konstruieren, Kurven planen, die
eine bestimmte Maximalgeschwindigkeit erlauben, usw. Diese
Tatigkeiten kbnnen bald von sehr elementaren Fragen zu
schwierigeren fihren. Vor einiger Zeit konnte man in den

27

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

13

Nachrichten htiren, danf alle unsere Landkarten ideologisch
gind, well unterentwickelte Teile der Erde zu klein ge-
zéichnct worden 1mKVErqlw!vh zu entwickelten Teilen. Es
wurde gesaqgt, daff jetzt eino realistische Landkarte ent-
wickelt worden sei. Solch eine Feststellung kann eine Moti-

vation fir die Betrachtung kartographlscher Fragen gein.

Es lst leicht, verschiedene Typen von Projektionen einer
Kugel auf eine Ebene (z.B. Uber eine Tangentialebene, ei-
nen Kegel oder einen Zylinder) zu entwlickeln. Sie klnnen
zuerst konstruktlv beschrieben werden. Fragen nach den
Invarianten der verwendeten Abbildungen wie Ldnge, FlHchen=
inhalt und Winkel k8nnen mit Hilfe elementarer Betrachtun-
gen flir wichtige Typen beantwortet werden. Man kann dann
diese Probleme auf einer h&heren Ebene mit Hilfe analyti-
gcher Mittel behandeln. Die notwendigen Werkzeuge erhilt
man lelcht nach einer Einfllhrung in die Parameterdarstellun-
gen von Kugel, Ebene und Abbildungen. In einem Projekt kann
man mit dem Problem beginnen, einen Stadtplan Zu entwickeln.
Hier werden Fragen der Khnlichkeit angesprochen. Das kann
dann zur Konstruktion von Erdkarten fllhren. Der Themen=
kreis der Kartenfirbungen 148t sich fruchtbar integrieren,

Ein anderes Beispiel ist das Studinm von Dachkonstruktionen.
Die Vielfalt der bei Dichern auf Hiusern und Kirchen in
Europa auftretenden Formen kann analysiert werden mit Hilfe
der auftretenden Flichen und Kérper. Man beginnt mit ebenen
Flichen und kann spiter RegelflHchen betrachten, die auch
bel Dachkonstruktionen in der modernen Architektur gefunden
werden kdnnen. Dieses Projekt 1lHAt sich erweitern, indem
man nach der Statik von Dichern fragt. Das kann ein
interessanter Zugang zu Vektoren sein.

Anwendungen von Geometrie in der Wirtschaft wie z.B. lineare
Optimierung oder Methode der linearen Algebra in der Theo-
rie des Marktes sind brauchbar flr Kurse, die orientiert
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sind
an den Suche nach Entsche{dungshdilfen.

Die angeflhrten Theorien sollten nicht als Anwendungen dar-
gestellt werden, sondern sollten in einem Prozef der Mathe-
matirierung gewonnen werden. PAPYs Erfahrungen mit Einkaufg-

vektorrjumen zelgen eine solche M8glichkeit.

Durch die NY¥he der Praxis ist eine intensive Motivation flr
praxisorientierte Studenten méglich. Sie kbnnen flr das spi-
tere Berufsleben vorbereitet werden, und man kann einen
Unterriecht durch Tun praktizieren. Andererseits sollte man
die Gefahr sehen, auf einer bhloB technlschen Stufe stehenzu=
bleiben, ohne daf die geometrischen Ideen verstanden werden.

5. Geometrie als edin Vornat fiix Theoiien des Raumes

FREUDENTHAL und WAGENSCHEIN haben hervorgehoben, daB Studen-
ten fundamentale Elnsichten geometrischer Natur in den Raum
benbtigen. WAGENSCHEIN erinnert an die griechische Vorstel-
lung von Geometrle als "Mathematlk aus der Erde". FREUDENTHAL
glbt viele Deilspiele fundamentaler anregender Fragen wie

z.B. "Warum wird ein Stlick Papier l4ngs einer Geraden gefal~
tet?, Warum ist die gerade Linie die klirzeste Verbindung?,
Was ist die Beziehung zwischen der wirklichen und der schein-
baren Gr¥fBe eines K&rpers?, Was ist eine starre Bewegung

auf der Kugel"? MBgliche Lernsequenzen kénnen orientiert
werden an der Mathematisierung der Umgebung der Schiller.

Es geht darum, geometrische Objekte im Klassenraum zu ent-
decken, Beziehungen zwischen ;Qggn zu suchen und Experimen-
te mit K8rpern vorzunehmen; umcE?fahgungen mit Formen, Fli-
chen und Kérpern zu gewinnen. Ansitze dazu k&nnen in allen
modernen Grundschullehrg&ngen’gerﬁdEn werden., Pioniere wa-
ren TREUTLEIN und van HIELE,

Aber nicht nur die mehr oder weniger technische Umgebung der
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Kinder sollte analysiert werden. Wie WAGENSCHEIN empfiehlt,
gollten wir versuchen, unsere natirliche Umgebung mit Hil-
fe geometrischer Mittel zu verstehen. Die Schiiler sollten
einen Blick fllr die Vielfalt geometrischer Formen in der
Natur gewinnen. Das Betrachten von Kristallen, Bienenwa-
ben, Spinnenweben, oder mikroskopische Aufnahmen von Zellen
und Geweben k&nnen eine Erlebnisgrundlage verschaffen, aus
der geometrisches Denken und Handeln erwachsen kann. Dies

kann seinen Ausdruck finden in Kursen, die orientiert sind

an physihalischen Enfahrungen.

sind Mechanik, Optik und die Relativitdtstheorie. In Physik
wird Geometrie als eine passende Theorie auf Beobachtungen
angewendet. Flir den Geometrieunterricht ist es wichtig,
eine Theorie durch Geometrisierung der Natur zu erhalten.
Darin unterscheidet sich unser Zugang von dem der Physik=
lehrer, und wir kdnnen vom Physiklehrer nicht verlangen,
den ProzeB der Mathamatisieréﬁg der Natur zu unterrichten.
Man sollte aber auch die Gefahr sehen, daB bei einer Uber-
betonung von Experimenten durch ihre Uberzeugungskraft das
Solche Fragen kdnnen auf das allgemeinere Problem des Rau-
mes filhren. Damit lassen sich Schiller mit philosophischen
Interessen ansprechen. Deswegen michte ich Kurse hervorhe=
ben, die

am Probfem des Raumes

orientiert sind. Das beginnt mit fundamentalen Erfahrungen,
wie sie FREUDENTHAL beschreibt, und kann schliefilich zu
Fragen um konkurrierende Modelle der Wirklichkeit fiihren.
In den Diskussionen iiber den Unterricht in nichteuklidischer
Geometrie wird neben dem Aspekt des axiomatischen Arbeitens
immer wieder der Gedanke hervorgehoben, daf man damit die
Beziehung von Geometrie und Wirklichkeit diskutieren kann.
Die Zuginge, die das Klein-Modell oder das Poincar&-Modell
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benutzen, sind nicht besonders fruchtbar, denn diese Modelle
sind zu weit von der Realitit entfernt. Dageden erhidlt man
einen fruchtbaren Zugang zum Problem der mathematischen Be-
schreibung des Raumes durch die Minkowski-Geometrie, wie es
von LAUGWITZ 1968 empfohlen worden ist. PICKERTs Vorschlag,
eine Metrik mit Hilfe von Kegelschnitten einzufiihren, kann
ebenfalls zu solchen Betrachtungen filhren. SchlieBlich m&ch-
te ich darauf hinweisen, daB in einer Zeit, in der Raumfahrt
aktuell ist, sphirische Geometrie weitgehend in Vergessen=
heit geraten ist. Ich m&chte nicht den aufgabencorientierten
Unterricht in sphirischer Trigonometrie zurlickbringen, sun-
dern die Pflege der traditionell guten Beziehungen zur

Astronomie empfehlen.

Ein geometrischer Kurs unter dem Aspekt der Theorie des Rau-
mes kann die Schiller zu einem besseren Verstdndnis ihrer Um-
gebung filhren und ihnen klare Vorstellungen von der Wirklich-
keit liefern.

6. Geometrnie als cin Engebnis gefistern Probfeme

Das ist eine Betrachtungsweise eines an der Geistesgeschich-
te interessierten Menschen. In Diskussionen iliber genetisches

Lehren wurde die Idee entwickelt, Kurse

an den histonischen Entwicklung eines
Prabfems und seiner Lisung

zu organisieren. TOEPLITZ empfahl das als direkte genetische
Methode. Er hoffte damit in der Lage zu sein, Menschen fiir
Mathematik zu motivieren, die durch steril dargestellte Mathe-
matik frustriert waren. Gute Beispiele fiir fruchtbare An-
wendungen dieser Idee sind die Entwicklung des Problems der
mdglichen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal oder die Be-

stimmung des Flicheninhaltes.

Man kann Kurse auch orientieren

31
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an den Beitrdgen einer wichtigen Epoche

der menschlichen Kultur.

Belspiele k&nnen sein die Proportionen und das Raumproblem
im 19. Jahrhundert. Diese Orientierungen geben die M8glich-
keit, nach soziologischen und philosophischen Beziehungen

Zu suchen.

Filr Studenten auf einer hdheren Stufe kénnte ich mir Studien

denken, die orientiert sind

an geometrischen Beitrdgen ednes bedewtenden
Mathzmatihens

M8gliche Beispiele sind DESCARTES, RIEMANN, HILBERT, KLEIN.
Bei dieser Sichtweise von Geometrie sind sinnvolle Aktivitid-
ten: Einen Originaltext lesen, alte Redewendungen in moder-

ne mathematische Sprache lbersetzen, K@ﬁmentare lesen, Dar=
stellunygen {lber Mathematiker lesen, philosophische oder sczia-
le Bedingungen analysieren, verschiedene Lisungen betrachten,
Enderungen der Problemformulierung diskutieren, das Problem
von einem modernen Standpunkt aus diskutieren, nach Ein-
fliissen auf spezielle Problemformulierungen in néﬁerer

Forschung suchen.

Der Lehrer kann Mathematik einfilhren als das Ergebnis des
Ringens nach einer L&sung von Problemen. So kann Mathematik
als eine lebendige Wissenschaft gesehen werden.

Von einem soziologischen Standpunkt aus kann Mathematik stu-
diert werden als ein Ergebnis von Forschungen in einer spe-
ziellen Zeit und Umgebung. Aber man muf sehen, daB es sich
um eine aufwendige Methode handelt, die nicht flir die ganze
Geometrie und auch nichtf, £lir alle Schiiler fruchtbar ist.

Bis heute ist sie trotz wiederholter Ansdtze noch nicht als
{iberzeugande Unterrichtsstrategie entwickelt worden.
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7. Geometrnie als edin Vornat an Formen

Heute sind viele Kinstler von geometrischen Formen faszi-
niert. Wir wissen {lber geometrische Studien von beriihmten
Kinstlern in der Geschichte. Diese Beispiele k&nnen zeigen,
dafi wir die Notwendigkeit kfinstlerisch orientierter Kurse

in Geometrie sehen sollten. Man kann sie organisieren

an Beobachtung und Analyse von Formen

in der Natur (z.B. Netze, Gewebe, Kristalle), in der Archi-
tektur (z.B. Symmetrien von Gebiduden) und Kunst (z.B. Orna-
mente) . Ich méchte auch erinnern an die historischen Dis-

kussionen i{iber die Rolle des goldenen Schnitts und des per-

gpektivischen Zeichnens.

Fragen, diz sich auf
Erzeugen von Formen

beziehen, erlauben einen breit angelegten auf Tun ausgerich-
teten Unterricht. Forschendes, kritiséhes Analysieren des
eigenen Tuns kann von elementaren Fragen der Beschreibung
von Konstruitionen zu Analysen von durch komplizierte Techni-
ken erzeugten Formen fiihren, wie sie etwa in der Einematikr
behandelt werden. Die meisten Elementarkurse bemihen sich
darum, schon in der Primarerziehung Kinder mit der Vielfalt
geometrischer Formen und Beziehungen bekannt zu machen. Aber
man sollte auch versuchen, diese Ideen filir Schiller einer

héheren Stufe fruchtbar zu machen.

Schfupfbemenkungen

Die diskutierten Betrachtungsweisen von Geometrie sind sicher
nicht alle méglichen. Aber ich halte sie fiir wichtig in der

Tdidaktischen Diskussion. Es wird schwer sein, eindeutig je-

de heute im Geometrieunterricht verwendete Aktivitidt einem
solchen Aspekt zuzuordnen. Das war auch nicht das Ziel mei-
ner Uberlegungen. Vielmehr sollte dadurch die Suche nach




O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

19

neuen Aktivititen angeregt werden.

Es wurden einige allgemeine Prinzipien, Mathematikunterricht
zu organisieren, angesprochen. Soweit ich sehe, sind sie
kongistent mit diesen Uberlegungen.

Die Darstellung verschiedener Organisationsmdglichkeiten
ist als Hilfe fiir Unterrichtsplanungen gedacht.

Fiir gfocbale Planungen: Man kann eine bestimmte Sichtweise von
Geometrie in einem Lehrplan flir eine bestimmte Schillergruppe
betonen. Gerade in integrierten Gesamtschulen erhilt man da-
mit ein Differenzierungsmodell nach verschiedenen Bedilrf-
nissen und Fdhigkeiten.

Fiir £fphkafe Planungen: In einer Lernsequenz werden nacheinan-
der verschiedene Sichtweisen betont, um den Unterricht genii=

gend btre.t anzulegen.
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A COMPREHENSIVE AND MODERN TEACHING OF GEOMETRY

W. Servais, Morlanwelz

I. lnventary of the question

1. Euclidean tradition

1.1 Geometry as a mathematical discipline has been para-
mount for more than two thousand years, The Elements of
Euclid were looked upon as a gospel. They were regarded
as a model of rational deductive organization proceeding
by axioms, definitions, theorems presented in linear
order that is perhaps more logical than mathematical. In
the original Elements, {(as we might perhaps know from
numerocus successive translations [1], [B8]) the subject-
provide for axercises for the reader. The introduked
problems on constructions with lines and circles are
solved and lead to existence propositions baszed on
postulates that allow for the usual way to describe
segments and circles with ruler and compass. The given
axioms concern equality, inequality of things, addition,
subtraction, double, halves, coincidence of magnitudes.
These general facts are followed by three geometric
axioms: two straight lines cannot enclose a space, all
right angles are equal to one another, the parallel axioms
are aiven inthe intricate setting with interior anales made
on the same side of a straight line by two lines that

meet the first.

1.2 The educational value of Euclid doces not seem to

have been gquestioned up to the 18th century. In his
'Eléments de Géométrie' [2]lwritten by Alexis-Claude
CLAIRAUT in 1765, at a request of the Marquise du Chitelet,
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the author has expressed his views:

"Although Geometry is by itself abstract we have to
acknowledge that the difficulties met by the beginners
can rather often be ascribed to the way in which its
ordinary elements are taught. One always starts with
a great number of definitions, postulates, axioms and
preliminary principles that seem to promise nothing
but dry facts to the reader. The propositions that
follow then do not fix the mind on more interesting
objects, and as these are also difficult to conceive
it commonly happens that the beginners get bored and
fed up before having got any distinrmt idea of what
one 1s going to teach them."

Clairaut's recipe for improving understanding of geometry
ig well-known: One begins with problems with regard to

the measurement of grounds. This gives opportunities to
discover the main geometric properties, just as inventors
have done. Clairaut relies on intuition and common sense.
He sets more value on the meaning of geometric truths
than on the rigor of the proofs. Nevertheless, he feels
the need to explain the omission of some Euclidean’ pro=
positons and to demonstrate some of them in the usual
way since his book has not been meant for a treatise

on surveying.

The "Eléments de Geométrie" of Clairaut do not seem to
have influenced the teaching methods of his time.

1.3 The educational value of Euclid has been appreciated

up to the first half of our century.

In his introduction to a 1932 edition of the 'Elements
of Buclid! T.L. Heath says [1]:
"The only general criticism (of it) which is deserving

our consideration i1s that it is unsuitable as a texthook
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for very young bovs and girls who are just beginning

to learn the first things about deometry... if you must
spoonfeed the very young, do so; but vhen they have
shown a taste for the subject and attained the standard
necassary for passing honours examinations, let them
then be introduced te Euclid in his original form as

an antidote to the more or less feeble echoes of him
that are to be found in the ordinary school textbooks

of "Geometry"."

1.4 There are flows in the Elements of Euclid. Numerous
mathematiclians have endeavoured to improve the construc~
tion for the sake of rigor. The "Grundlagen der Geome-
trie" by David Hilbert [3] are considered to be a great
achievement in this direction.

The axiomatic construction of the 'Grundlagen' comprises
more than an increased rigor. If we compare them to the
"Yorlesungen {lber neuere Geometrie” [4] by Moritz Pasch,
which constitute another attempt to be more strictly
logical, we shall notice the difference. This work is
still based on concepts arising from some observations
of nature and they preserve a certain meaning connected

with their origin.

In Hilbert's foundations the natural umbilical cord
has been cut. What remains is: "We imagine three diffe~
rent systems of things that we name points, straight

lines and planes".

As H. Freudenthal underlines [5] in axiomatizing the
ontological bonds have been cut. In order to increase
the rigor from a logical point of view we come to lose
the semantic meaning and we give rise to possible inter~
pretations. -

At school level the work of Hilbert has been used in the

490
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rational geometry of G.B. Hallsted [6]. Another textbook
representative of the Euclidean contents is among others
the publication entitled "Elementi di Geometria" [7]

by F. Enriques who has edited the original Euclid with

numerous comments [8].

Desgite various efforts interest for the Euclidean way
of presenting geometry was declining.

1.5 In Euclid we find the following axiom. Magnitudes
which coinecide with one another, i.e. which exactly fill
the same space, are equal to one another.

Is it a mere matter of identity of the indiscernables?

It clearly concerns the coincidence by congruent mapping,
as it is used in the so-called case of equalityof triangles.

The proofs of those cases describe, indeed, thought or
mental experiments: triangles are displaced as if they
were concrete, solid objects. This is intensified, if,

to make things more intuitive, pupils operate with card-
board triangles. From this it is not clear whether a
triangle is an individual set of points fixed in the
plane, or an equivalence class of congruent triangles,

or a representative of such a class. This appears in
problems like the following: construct a triangle, given’
its three sides. If you regard the triangle and the

‘sides as sets of points there is no problem since the

triangle is already given by its sides. We know it is

not the meaning of the question: the date are three
sements given somewhere as representatives of the classes
of segments of the same length. The two points of view
are distinguished when it is asked to construct a figure
in position or only in magnitude. It makes a difference
for the number of solutions. In traditional Euclidean
geometry the rare use of displacements or of overturns
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is always restricted to figures, and not extended to the
plane or space. There are classes of eguivalence (congruent
or similar figures), but no groups of transformations

that need to operate on the same set of points.

2. Algebraisation of Geometny

2.1 Of the thirteen books of the Elements of Eueclid the
tary to sum and difference of magnitudes the equality and
inequality of their ratios is introduced and the properties
cartes has explained how to construct the product and the
quotient of lengths by using a proportion obtained by two
parallels cutting the =ide of an angle. The well-known con-
struction of a square root with line and circle can also

be aseribed to him. By an example he has further demonstra-

bola the poings of which are referred to a straight line
chosen at will. Descartes operated with arithmetic values
and his computation leans on a figure in which all the num-
bers are positive. By virtue of algebra the equation holds
also for negative numbers.

In the further development of analytic geometry two axes
were used instead of one axis and distances from it, as
Descartes did. Moreover, due attention was paid to the signs
of algebraic measures of oriented: segments, as they occurred

by the use of geometric vectors.
Although it may be a powerful tool if it is skilfully handled

analytic geometry has a congenital defect: the use of
coordinate axgs that appear as parasite elements in geometry.
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2.2 The situation was improved by the introduction of

geometric vectors, either free or bound to a point. By the
help of these vectors computations are simpler and more

e

intrinsic askzompared to the analytie methed for which S

~vactor geometry can be a very good foundation. Moreover,

the geometric scalar product constitutes an algorithmic
device to demonstrate metric properties. -

General vector spaces derived by abstraction from the fami-
liar geometric vector space proves to be a means of bring-
ing 1language and extended intuition of geometry into to-
pies that refer to functional analysis.

2.3 From the very moment that geometry has made its valua-
ble present to mathematics, and especially to algebra.‘it-
begins to be considered as a subject-matter of minor value,
a mere province of linear algebra.

'A bas Euclide' was Dieudonn&'s cry of banishmént against
the old gospel of mathematiecs.

What is the meaning of this anathema? Does it express the
rzpudiation of the Bourbaki of Greek mathematics? Does it
mean disregard to the first axiomatic presentation o»r cri-
ticism of the way of presenting Euclid's ideas in school-
books? The abstract jump made by Hilbert in the 'Grundla-
gen' that gives a new and broader sense to the axiomatic
method is certainly not concerned, but perhaps the mathema-
ticians' lack of interest in an elementary topic?
Fortunately, Prof. J. Dieudonné expresses his thoughts as
follows [1o]:

"The objective is not to eliminate Euclidean geometry. What

should,however, be abolished is the obsolete way of teaching

it which has been traditional since Euclid. Thus it is pos-
sible to clarify the significance of geometry and enhance

its central position in mathematics and its universal power."

43




29

prof. J. Dieudonné aims at placing geometry in the realm
of linear algebra, which shows his book entitled:'Aldgébre
linéaire et Géométrie &lémentaire' [11]. This mathemati-
cal piece of work is not intended for beginners, but at
best for grammarschool students of the last two or three
grades, as the author points out in his preface. Whatever
it may be, the book is representative of 21 certain view
that is mathematically interesting for a mature reader.

for a critical comment see H. Freudenthal [12].

2.4 Another way of algebraising geometry consists in re-
versing the historical order that proceeds from geometry
to analytic geometry, as it is done by H. Levi in his
'Foundations of Geometry and Trigonometry' [13] and in
"Topics in Geometry'[14]. In the first book, from the start,
a line is defined with its real coordinate systems.

"Lett L be a set and let { bea non-empty set of 1-1 corres-
pondences between L and the set of all real numbers. We shall
say that [ is a line, that its members are points and that
the given 1-1 correspondences are coordinate systems of L,
if and only if both of the following axioms hold.

Axiom I. If A and B are distinct members of L there is one

and only one member of ¢ such that 4(A] = O and {(B]) = 1
axiom II. If 4 and g are any two members of C then there
iz a linear expression ax+b such that for each X of L,

glX) = af(X)+b.

fined as follows

I

pAffinities are d
"Let L and L' be any lines (not necessarily distinct).
Let. 4 be a 1-1 correspondence from the points of [

to the points of L'. We say that § is an affinity if and
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only if there is a coordinate system of L and a coordi-
nate system of L', such that in these systems the coor-
dinate of each point X of L is the same as the coordi-

L

nate of its image {(X) on L'.

After some axioms the final axiom on parallel projections
and affinities is given:

"aAxiom P III. If £ and m are lines of the plane, then any
parallel projection from £ to m is an affinity from £
to m."

Subsequently a two-dimensional coordinate is introduced
and affine geometry presented.
The further development includes metric and trigonometry.

A corresponding presentation of affine lines and parallel
projections has been dealt with in French schools in. the
fourth grade (13-14 year-old pupils). Of course it has

to be based on drawing exercises with graduations and pa-
rallel projections. This approach has raised controver-

sies among mathematicians,

2.5 Another foundation of elementary geometry (affine and
metric) has been proposed by G. Choguet in "L'Enseignement
de la Géométrie" [15]. The construction iz more éa@métri;
in character zince incidence and parallel axioms are used
and the real numbers are considered to be given. It leads to
the vector space of translations of the plane. Perpendicu-
lar lines and orthogonal projections serve to present sca-
lar products and metric structures. The book contains plen-
ty of considerations of gféat educational interest, for-
example on angles that are identified with rotations with
the same point as centre,

The book entitled "Géométrie plane" which was written by
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André Delessert [16] and which is used at school level has
been influenced by Gustave Choquet. The distance of two
points is introduced very early. The isometries as trans=
formations presenting the distances and the reflegtions;play
a leading role. The most important theorems are proved on
an axiomatic basis; others are left as exercises.

There are no group consiﬁératiohs. The text is enriched by
explanatory remarks and by}dialogues between the author and
Zosime, a young and critical disciple.

See also: Elementary geometry from an advanced standpoint
[17].

2.6 Analytic geometry, geometry treated by means of a vec-
tor space, geometry based on distance, they all need real
numbers. How can we introduce these numbers?

That problem has been formulated by Emil Artin and solved
by him in his "Geometric A;gebra“)[1EL

'‘Given a plane ge@mét:y'whase ocbjects are the elements of
two sets, the set of points and the set of lines; assume
that certain axioms of géamet:ic nature are true, Is it
possible to find a field k such that the points of our
geometry can be discribed by coordinates from k and the
lines by linear eguations?’

--We have the experience that the ideas of Artin are adap-

table to an elementary level [19].
In "La Géométrie affine et ses Structures" [20] André Deprit
states: "Nobody would be allowed to teach geometry unless he
has studles the work of E. Artin."

3. Thans formation Geomethy

3.1 To look upon Euclidean geometry as the geometry of the
properties of figures that are preserved by the similari-
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ties has clearly been introduced by F. Klein in his‘egaghs
making ‘Erlanger Programm’. About the same time C. Méray wro-
te "Nouveaux Eléments de Géométrie" in which displacements
in space play a leading role [21]. The influence of trans-

"~ formation groups as a means of organizing geometry did not
make itself felt very early at school level. Ideas take
their time to push their way. It is not, however, by chance
that all figures that are studies in elementary geometry
have something to do with transformations and transforma-
tion groups of the plane and the space: parallel Iines and
planes with translations, circles with rotations, perpen-
dicular with :éflectiohs_ The main properties of a %erpené
dicular bisector of a segment, of an angle bisector, of a
rectangle, a rhombus, a square and a regular polygon are
obtained by symmetries and rotations that will certainly -
give a deeper insight than the traditional use of triangles
congruence. Even the old-fashioned cases of equality may
be re-considered in a way that sets forth their meaning:
since an isometry is determined by the vertices of a triang-
le and their re%pective images it is useful to look for suf-
ficient conditions for the congruence of triangles. The
property of the inscribed angles of a circle is very closely
related to the fact that, when two symmetries with inter-
secting axes are composed the sensed angle of the thus ob-
tained rotation is the double of each of the sensed angies
of the axes of the symmetries. Given points 4 and b the
locus of the points the distances of which to a and b have
a giveﬁ ratio k, positive and non-zero, is the Appolonius
circle that can be regarded as the set of the centres of the
direct similarities of the ratio h that map b on a . It is
more clever and elegant to establish the Eulers's circle of
a triangle by using homotheties and symmetries than by
using traditional congruence procedures. In elementary geo-
metry it is efficient to work with transformations and trans-

formation groups. Textbooks with exercises on this topic
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‘have been written and may complement traditional courses.

See for instance I.M. Yaglom's "Geometric Transformations"

[241.

3.2 At a higher level H.W. Guggdnheimer in "Plane geoma-

~.try and its groups" [25] which is based on the generation

of isometries by reflections gives the main theorems of
Euclidean and-nén-Euclidean gébmetriés. as well as their
axiématies; The ndtatiqgrgf group multipligati@ﬁ gives

a consistent formaligm‘and the real numbers are not used.

This work is connected with F. Bachmann's "Aufbau der Geo-
metrie aus dem Spiegelungsbegriff" [26]. In Euclidean geo-= k
metry (and also in non-Euclidean geometry) the pdint a and
the line L correspond one by one to the central symmetry

d <—> T L iﬁﬁ)TLifOr any a and L.
Geometric conditions like the incidence a ¢ L and the per-
pendicularity L | K are egivalent to expressing involutions,
namely
‘ ;Cl V,L L a
L K <== 1 1 T 1. AK L.
L K L K t

i}

L
S0 it is possible to consider the symmetries themselves,
instead of points and lines, as objects of a geometry of
symmetries. In it, by the group notations we can compute
with those 'points' and 'lines'.

3.3 It is common use in introduction to groups to consider

the isometries preserving geometric figures as a square, a
rectangle, a regular polygon, a c¢ircle etc. In this way we
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clearly get groups of transformations.

This is a general procedure to obtain groups and a reason
.of their role in mathematics, Prof. Hans Freudenthal

has explained this wonderfully in his paper which he read
at the Second International Congress on Mathematical Edu-
cation in Exeter. He comes back to thls question in
"Mathematics as an educational Task" [5]: "Groups are
important because the automorphisms of any structure
whatsoever form a group, the automorphism group of that
structure, and because so much can be léarned from the
automorphisms about the structure itself, This is the
principle of groups, and it is this principle that makes
groups 2o universally usefull in all mathematics".We may
add that to consider transformation dgroups iz not restric-
tive for the mere reason that a group .(G,¥) is isomorphic
to a permutations group of G, namely the permutations group
obtained by multiplying (to the right or to the left) all
elements of G by each element a of G, réspégtively’

G —>6G : x— x ¥ a,

4, The case of geometny

4.1 Today traditional geometry is questioned as it has
never been before. What will be itsg fate? Some mathemati-
cians think that geometry is doomed to death. Others believe
that it might survive under the uniform of linear algebra

to which it gives its pictures and its vocabulary. Some
loyal troops, more and more reduced in number, are still
fighting for the honour of the flag of tradition. There

is a case of geometry. As we have seen leading mathemati-=
cians have given evidence with regard to this case and

made contributions to it [37],[38].Under this heading in [5]
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H. Freudenthal has written a complete and meaningful
'vchapter'whére he expresses both his educational and
mathematical points of view and answers criticisms of
supporters of linear algebra.
The defence of geometry has been undertaken with energy
by Prof. R. Thom according to whom the general trend to
bring the so-called modern maths in school 1g an educa-
tional error [28] , [29] . To him "The real problem which
confronts mathematics teaching is not that of rigour, but
the problem of the development of "meaning”, of the
“existence" of mathematical objects." He adds:"One has
not, I believe, extracted from Hilbert's axiomatics the true
lesson to be found there, it is this: one accedes to abso-
lute rigour only by eliminating meaning; absolute rigour
is only possible in, and by, such destitution of meaning.
unhesitatingly choose the latter. It is this choice one
has always made in mathematics, where one works almost al-
ways in a semiformalised situation, with a metalanguage
which is ordinary speech, not formalised. And the whaie
profession iz happy with this bastard situation and does
not ask for anything better."

Making a comparison of ordinary language with those of
Euclidean geometry and (formal) algebra from three points
of view:

{1) 'The 'meaning' of an element: can one formalise the
equivalence class (in extension) defined by an element of
the language? . '

(2) Is this meaning intuitively clear?

(3) The richness (or é@verty) of the syntax.'
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R. Thom comes to the following conclusion [29]

"Eucligean geometry is a natural (and perhaps irreplaceable)
intermediate stage between common language and algebraic
~language. Geometry allows a psychological widening of the
syntax, whilst still retaining the meaning always given by
spatial intuition. At the same time, the meaning of an ele-
ment can already by given by a formal definition. The move
= in line with modernist dogma - to eliminate elementary
geometry to make room for calculus and linear algebra, has
little to recommend it psychologically, because the alge-
braic objects (the symbols) are too poor semantically to
permit themselves to be understood directly as it is the .
case wi%h a spatial figure."
4.2 The graphic means of communication in mathematies is,
outside the vernacular language of oréiga:y writing, the
various drawings aﬁﬁ“aiagramms and the letters and other
tokens as symbols.
The historical development of mathematics shows the role
of both the geometric diagrams and of the algebrajic tokens.
No doubt, mathematics would not have attained tcaay‘s achie-
vement without their support.’

The psychological analysis of geometric figures has been un-
dertaken by E. Fischbein [3o0]. The author comes to the con-
clusion that: "The geometric figures represent modalities to
reflect reality that can not be brought back neither to
proper concepts nor to ‘mere representations. Those entities
have all the properties of a concept: they are abstractions

jects under a form that is both idealized, pure and invariant,

. but, at the same time, they belong to the domain of intuiti-
ve .as spatial images characterized by shape and dimensions."
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"The ~ometer having to solve a problem operates neither

with the aid of pures concepts expresged by verbal or other
symbols, nor with the aid of materiai properties of the ob-
jeet that is drawn . He replaces, rotates, supérpaéeg, re-
verses and cuts pure spatial images expressed by a material
ghape . " '

Such mental formations are called figurative concepts b}'
E. Fischbein. He has followed the constitution of those
figurative concepts in the mental development of the child.
At the first stage a geometric figure is a material object.
Secondly the geometry figure is a drawing as a result of
the actions of the subject. Finally, the geometric entities
are abstractions, the material model and the drawing are
nothing but modalities of putting these abstractions in
concrete form. "The different degrees of assimilation of
figurative concepts depend but partially of the age of the
child. The level attained is a direct function of the tea-
ching methods of geometry."

The author proposes the teaching of geometry by successive
steps, each stage corresponding to a different view-point
in the way to consider the subject-matter of geometry.

4.3 The problem to be solved at primary and secondary school,
not speak of infant séhcal. consists in developing an active
and meaningsful learning of mathematics in which algebra and
geometry are growing in a fruitful symbiosis.

The traditional Euclidean presentation has to give way to a
unified treatment in which intuition, logic, mathematics come
into play for a better understanding and deeper insight that
lead to a reasonable mastery of the subject-matter with re-
gard to methods, content and erganization.
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II. A comprehensive teaching

e

1. Udalectic of geometrny

1.1 Geometry originates in constructions and measurements of
practical use. It has still an experimental department in
the phy§ical sense and can be viewed as a conquest of space
[31]. As a rational adventure geometry simulates first some
aspects of reality by mental images and by concepts among
which figurative conceptg have a sul generis role tbatgis
irreplaceable. The action on concrete geometric objects

and models, among which drawing has a priocrity, leads to
thought experiments that mime our geometrical manoeuvres

in a schematic and idealized way. )

The object and relations thus obtained by geometrization

are able to live their own lives in the abstract mathema-
tical world and to give birth to puf& theoretical problems
and properties. Those intuitive, experimental and theoreti-
cal aspects of geometry have to be present in teaching pias-
tice. This dialectieal conception has been developad by
Ferdinand Gonseth in "Les Mathématiques et la Réalité" and
"La Géométrie et le Probléme.de l'Espace® [321, [33]. The
explanations given in those works enlighten how the gégméa
trical is abstracted from the intuitive views and how the
geometrical loses its meaning when we pass to the logical.
This is clear when we consider axiomatization in the Eucli-
dean sense as a first stage that gives a basis for a second
one in the logical sense of Hilbert, where the "ontological
bonds have been cut" as H. Freudenthal says. Those bonds root
the meaning of Geometry. The growth and the change of geome-
try through its history display also a dialectical interac—
tion between the figurative aspects, the algebraization and
'the transformations of geometric entities and structures. To
grasp the connections between the multiple faces of geometry
gives a better understanding of ‘and deepens the insight
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~ into geometry as a privileged part of the ever growing
mathematical patrimony of mankind.

Eg”Saia, &eb;i£an4 and geometay

2.1 Geometry is a discipline in which, at an early age,
sets and relations can be used and exercised as basic or~
ganizing notions. Diagrams of set and graphs of relatiohs
are figurative media proper to represent the vériety of
sets and relations in a uniform way. Thus they show very
early the unifying power of those notions. The support by
diagrams and graphs in order to generate a more vivid and
schematic understanding can be increased by colours as they
are succesfully used by G. Papy in his books [34]. Although
the approach of diagrams and graphs can be made natural,
their valuable use needs to see clearly the graphical con-
ventions involved. See, for instance, their introduction
in 'Servais Mathématique 1' [19]. ‘

2.2 The intensive propaganda for venn's diagrams brings the
rlayman to consider them as the top of modern maths and leads
to educational misuggs that have been criticized by

H. Freudenthal [5]. Some mathematicians. speak of the introw
duction of the set theory in school. The truth is more mo~
dest: pupils learn how to make a meaningful use of sets nﬂﬂ*“
tions, vocabulary and symbolism at a naive level, -

3, Logic and axiomatic

3.1 For a long time traditional geometry has been congider~
ed to be the best discipline for logical practice. The ré«
sults of school training in geometry do not seem to have:
improved the logical competence of the pupils very much,

o
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ag it has been observed by Mrs. A, Krygowska. This may be
due to the fact that in geoﬁetry logical reasoning is mixed
with some graphical concrete evidence and expressed in the
vernacular language. The introduction of basic logical con-—
nectives and quantifiers may be regarded as an attempt to
improve the situation. This elementary formalism might be
helpful in a way, the practice of logical inferences with
the implications, the ecuivalences and the quantifiers being
useful above all. Nevertheless, the expression of the guan—
tifiers in ordinary language has to be made familiar. For
instance, in the expression of the common incidence axioms
of geometry the quantifiers involved have to be underlined

and explained in a simple way.

3.2, Do we have to pregent geometry in an axiomatic setting

in the lower classes of secondary schools? It is a most con=
tEoversial question.

generally, Mathematicians will answexr in the negative. Here,
as it has been the case with regard to sets, where only main
notions are used and not set theory, the point of viev has to
pe clarified and things have to be kept at their modest and
realistic level, If the axiomatic presentation at the thresh-
0old of an important theory is to express an impressive array
of axioms, as Euclid did in his "Elements"” and J. Dieudonné
does in [11], the answer is:z by no means at a low level. But
it will do no harm if, starting from drawings with a ruler and
other physical observations and experiments ineluding papexr
folding for instance, a teacher makes his pupils formulate the
incidence axioms with a reasonable understanding of the free
choice of two points and the fact that there is one and only
one line that contains them both. Here one may note that the
language of sets is to be prefered to the approach where lines
are not regarded as sets of polnts but as a sort of entities
or supports on which points may be situated. At the start it
{s neither helpful nor needed to say that a plane and a lime

are infinite sets,

59



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

41

3.3 Some teachers insist on the importance of local orga-
nization [5]. Of course for a beginner who progresses step
by step in geometry the organization is always local! It
cannot be otherwise. It is the teacher who knows that what
is done is far-reaching. Even if a study of geometry starts
with other topics the person who plans this study knows
that his way brings knowledge that belongs to a domain of
geometry. The originality of the approach does not change
the directive intention.

3.4 There are authors who say they do not base their work

on a fully elaborated axiomatic foundation [23]. But they
start with an introduction like this:

"The reflectlion possesses the fallé@ing evident properties
upon which we may build further investigations.' Then a

list is given with Four fundamental properties.

In this context those are axioms because they are taken as
granted with not other demonstration. When in order to
prove some statement we deduce it from propositions we agree
upon and that have not been demonstrated those g:@@Dsitiangl

are axioms of this System.

3.5 A useful procedure to show to beginners the logical na-
ture of elementary demonstratiens in incidence geometry
consists in representing a line not only by the drawing of
the figure but also concurrently by a Venn's diagram [33],
[19]. It then appears that the proof is also valid if we
interpret a line as a pair of points. Such a discovery

is strange at the first glance and it shows that a "line"
can be interpreted otherwise than the ordinary mental image.
It is the first example of cutting the ontological bonds
and thus opening the range for interpretations. For instarce,
on a sheet of paper, a line may be realised as a segment
drawn from one edge to another. '

The new definition of parallel lines considers both equal
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lines and disjunct ones (in the plane). From this it is
clear that when consldering lines as tranverse segments
on a sheet of paper, through a point outside a given line
there are numerous lines that do not cut the first [19,1].

To obtain only one parallel puplls imagine simply that the
sheet and the lines have been extended as far as it is

needed.

3.6 The finite plane with only three, four, £ive, six
points gives a great variety of situations when we ask for
parallel lines in the case when a line is merely a pair of
points. With four points we have a parallelogram with dia-
gonals that are parallel. The example of two parallels to
a given line through an exterior point in the five points
plane 1is also strange. The uniqueness of the parallel can
therefore not be derived from the incidence properties,

A tiny touch of finite geometry can be rewarding. For in=
formation on finite gecmetrys see the recent book of

G. Pickert [34].

4, Parallel profections

4.1 From the parallel axiom we may prove that the set of
lines parallel tE?gvgivan line is a partition of the plane
called direction of the line. The axiom of the parallel is
equivalent to:

Any direction of a line is a partition of the plane.

Algo, the directions of lines in a plane is a partition of
the set D of lines because parallelism is an equivalence.
Parallel projection of a plane onto a line is a mapping. By
restriction we obtain a napplng of a line onto a line. So
all lines are equipotent because the mapping is bijective.
Parallel projection of a line onto a line preserves linear

R
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order.

4.2 To introduce the linear order on a line, some authors
first speak about orders in general, then about strict
order {(that is not an order) and of total order. At last
they come to the special order on a line that ispreserv-
ed by parallel projection. To distinguish them from
other orders that may be given on a line they call them
natural order [33,2].

To avoid all those general statements we prefer to simp-
ly speak of senses on a line. Starting from a drawing in
which some points a,b,c,d are marked on a line pupils are
asked to indicate with arrows the ordered pairs of points
that are in the some sense as (a,b) then as (b,a). Each
sense is represented by arrows of a same colour respec=
tively. The analysis of the picture leads to the follo=
wing axiom:

The couples of distinct points of any line are partitioned
into two opposite senses that are reciprocal relations.
Both senses are transitive. By use of the senses as sets
of couples of distinct points it is easy to find simple
definitions of a half line (ray), of a segment as inter-
section of half lines, of a sensed line as the couple

(A,<) of a line A and a sense < on it.

From the observation of parallel projection in drawing ve
come to:

Axiom: In all parallel projections of a line A onto a line
B, a sense of A is mapped onto a sense of B.

It may be rephrased in:

Any parallel projection of a sensed line onto a sensed line

is increasing or decreasing.

The preservation of senses in parallel projections of a

line onto a line entails preservation of half lines,
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segments and intervals.

Given two parallel lines A and B, let us map A onto B by
several parallel projections and notice how a given sense
on A is mapped on B, Our discovery leads to

Axiom: ALl the parallel projections of a sensed line onto
a parallel sensed line are increasing or all those pro-
jections are decreasing. With this property we can prove:

Any line containe an infinite paxt,

On all sensed lines, each point is preceded (followed) by
others. All segments with distinct end points are equi-
potent and infinite. So we see that it is not necessary

to speak before of lines as infinite sets. From simple
properties of senses on lines and parallel projections it
is possible to proveprecise propositions.

Parallel projections give alsoc a very convenient means to
speak of half planes and of those of angular sectors, con-

vex Or ncn convex.

5. Transfations

Parallel projections may be used to define translations of
the plane. Given points g and b, Let us project them in any
direction on ¢,d of a line parallel to ¢ b. Let us pro-
ject ¢,d in any direction on e¢,{ of a line parallel to cd.
Proceeding in that way we obtain couples of points

(d;b)r (ng)i (Eiﬁ),i!-
that are constructed by parallel projection of a line onto

a parallel line or by composition of such projections. By
definition, these couples are said to be equipeollent.

o9
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(a,b) T {e.,d), (a,b) T (e, ), (c,d) T (erf)...

Tt is evident that equipollence is an equivalence,

The way we introduce equipollence by parallel projections
of lines onto parallel lines is more £lexible than to say
equipollent couples are linked with parallelograms [34,1].

The use of a mapping instead of a figure makes the whole
difference hecause with parallel projections we can treat
all the cases that need "degenerated" parallelograms:
a=b, c=dja=c¢, b=d; a=b=2c =4d.

When (a,b) ¢ (e,d) 1s obtained by one parallel projection
from a b onto ¢ d, it is clear that we have also

(a,e) b (b, d)

We postulate this crossing of eguipollence in all cases a=s
the only axiom. It enables to note that the evident solu-
tion of the problem

*Given points a,b,c construct d such as

(@,b) } (e d)
is unique.
The theorem: Parallel projections preserve eguipollence,

does not require any other means than the definition of
equipollence and crossing.

A translation is the set of all the couples of points
equipollent to a given couple. It is a permutation of the

plane.

Images of figures in a translation are recognized and the
group of translations of the plane is presented in vector

690
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notatien.

In classical geometry vectors come so late and trans-
lations only operate on figures instead of the whole plane.
S50 you have no group.

The part of geometry we have geen so far is presented in
the first class (12 - 13) together with integers. At this
level it is not spoken of groups, and the drawing with the
traslator is very familiar.

6. Dilatations

6.1 Translations of the plane map a line onto a parallel
line. In the second class we broaden the subject by the
study of dilatations that are the permutations of the plane
mapping any line on a parallel line.

As the composed of permutations is a permutation, and as
parallelism is an equivalence the set of dilatationa of the
plane is a group for composition. The translation consti-
tutes an invariant subgroup of ik,

If in a given dilatation we know a pair of points and thelir
images we can construct the image of any given point in this
dilatation. ‘

Drawings bring to admit the existence axiom:

Given two points @,b and two points a', b' such as ab||a'b’,
there is a dilatation of the plane mapping a4 on a' and

b on b'. This dilatation is unique by construction. If a
dilatation has two £ixed peints it is the identity mapping.

6.2 In a dilatation a line is invariant if and only if it
passes through a point and its image. Such lines are called
traces of the dilatations. In the identity mapping of the
plane all lines are traces, When a dilatation is not iden-
tity all traces of it are either parallel or concurrent
and the dilatation 1is a translation or a homothety
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regpectively. Central symmetry is an involutive dilatation
different from the identity.

7. Ghoups

7.1 Dilatations having a given trace or a given centre
conatitute subgroups of the group »f dilatations.

Given a point o in the plane I we may introduce the bi-
jection of the szet of vectors V onto I

V —=> 01 :v=>- a such as v = gda

Transferring theaddition of vectors we obtained the addi-
tion of points, and the group (I,+) is isomorphic to (V,+),

By restriction of the addition of points to a line 7,
through o, we have an additive group that can be ordered
(ﬂ§.=*s <). From that we obtain by bijection of U  on the
set R of real numbers the group (R,+,<), as we shall see
later,

Of course we also have the symmetric group of permutations
of finite sets, for instance (33, o) (for which we need not
to consider a triangle). The additive and multiplication
groups of N, mod n, the group of | and || with composition
of relations are also at our disposal.

7.2 At present we may give some general notions on groups
(neutral element, symmetrical of an element, idempotent)
and consider the most elementary computations [19,2].

For all a,b ¢ G, we have in group (G,*)

@ x 7 b<> x=a~lub, (axb)T= b7 g™,

In geometry, instead of considering a group in itself it
is more convenient to work with the group in preoofs. For
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instance, given a triangle abe cut by a transversal

line in ¢ a b, . Let us consider the following homo-

1 ir M
theties: h1 guch as h1(a)=b, h1(e1)= €q

hg such as hz(b)=a, hz(a1)= aq
hB such as hy(c)=a, hz(bj)s bb1
The product hz 0hy o h, is a
dilatation witha as a fixed
point and the transversal as a
trace. As a{ c¢;b,, this dilata-
tion is the identity.

Hence the product of the ratios of homotheties is egual

to 1 {Menelaos).

To use geometry in applications outside mathematies is very
impertant [19,3].

If we conslder the geometrical demonstration of the formula
of thin lenses, that is given in physics courses, we shall
state that it is not sufficient. The formula is algebraic
and the proof using similar triangles is only valid for the
arithmetic values, The classical figure shows that the
homothety with Qantre‘c_(aptic centre) mapping a,b, on a',
b' is the composed
of the translation

b d by the homothety
with centre ¢ (image

focus) mapping ¢, d
on a', b'. Therefore

@ e P 0-4
<=>-pf'=pp'-pf
Hence 1

I 1
p'p 4
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8. Numbers and geometry

8.1 The real numbers that we used above as abscissas of
points are presented as such. The natural numbers are
considered both from the cardinal and the ordinal points
of view.

With the use of parallel projections we construct succes-
sively the points ¢, d, e,...

such as

(ab) 4 (be) } ed) 1 (de)...

To points a,b,c,d,e... we give as images natural numbers
0,1,2,3,4,...

The points b',e',d' such as

. (c‘b‘)f(b‘a}?(ab) have no numbers as images. We give
them new numbers noted 1, 2, 3... and obtain a graduation
with integers.

To add the integers we glide a second graduation as a slide
along the first., That is we translate the graduatiocn.
Multiplication is connected with a change of scale leaving
the origin as a fixed point and bringing the unit point on
the point corresponding to the multipliecator.

In each case children of the first class (12 years) notice
the results of the operation and find out the rules.

8.2 With subgraduations that we can construct considering
fractions as operators on points and on vectors, we define
the equality of fractions representing the rational numbers.
Translation of the division points gives addition of numbers,
homotheties with the origin as centre and rational ratios
are composed to define the product of those numbers both
positive and negative.

All that can be brought on the basis of dilatations, with

'P_'
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no other axiom.

For the real numbers we use déciﬁinary) expressions
to note them. Two new axioms, i.e. thé Archimedes axiom
and the axiom of decimal (binary) imbedded segments are
required. Their intreoduction can be made as natural as
possible.

Equality of real numbers is brought back to the egquali-
ty of the points that have them as abscissas.
This accounts for the mysterlous egquality

5,39999,,.. =5, 4000 0...
all 9 all o

$.3 Wlth the Thales thgorem a parallel projection of a
line onto a line transforms a graduation of the first

into a graduation of the second corregponding points hav-
ing the same abscissza. Translations and homothetiles serve
to define addition and multiplication of real numbers. By
using two succesive parallel projections of lines onto
lines any graduation can be transformed in another while
the ‘abscissas of the correspondinhg points are praserved,
Thus the definition of the equality, addition and multi-
plication of real numbers are independent of the| grthduation
that is used to dgfinevthém; Moreover, as homotheties map
a graduation on a gréauation with preservation of the ab-
gcissas the multiplication of real numbers can be proved
to be commutative. Consideration of senses on the lines
and corresponding order of the numbers serve to prove the
order properties of addition and multiplication of real
numbers.

8.5 Referring to the role of numbers in geometry in the pre-
face of his book entitled "L'Enseignement de la Géomé&trie"
[15] G. Choquet says: "For a long time the Greeks have only

o
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)
known the rational numbers and even after their memorable
discovery of the irrationality of ¢¥2 they have not been
able to disengage the general notion of the number. The
continuators of the Euclidean work have tried to perfect
his work by a "segment-calculation" that allows to find
not without some pains the field structure of the set of
numbers from plane geometry. We must by no means fall into

this esxror."

What has been done above along these lines due to E. Artin
[181 is not a calculation of segments, but, indeed, a cal-
cula.ion of numbers and vectors by means of the geometri-
cal group of dilatations that are the permutations of the
plane mapping a line on a parallel line.

This geometrical approach is based on simple axioms the
meaning of which is directly grasped from the experience
of drawing with parallel lines.

8.6 The geometrical setting of the field of real numbers is
not restrictive. (See Bachman [26},p. 137)

'‘Given a field K with zero element 0
For any a of K

X' =x +4a (1N
deflines a permutation of K
The mappings (1) constitute on K a simply transitive, commu~
tative group T, (group of translations of K).
For each a# 0 of K

x' = xa (2)

defines a permutation of K. Each transformation (2) has 0
as fixed element. The transformations (2) constitute on
KN {0} a simply transitive, commutative group Dy (group of
dilatations of K).

o
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By virtue of the distributive law
(a + B)e = ac + b e (3)

the transformations of all elementg of TK by an element of
DK is an automorphism of TK.‘

The reciprocal of this can also be proved [26].

When K is the field of complex numbers, Tﬁ is the simply
transitive, commutative group of translations of the complex
plane, and D, is the group of the direct similitudes of the
complex plane with eentre ¢ that is a fixed element of all
these similitudes. This group is simply transitive on Ki{o}
and commutative.

If we go the other way round, from a pedagogical point of
view it is not easy to present the field of real numbers
geparately at an elementary level if we use decimal repre-
sentations alone. Moreover, when numbers are dropped into
geometry, it is artificial for beginners [13].

9. Perpendicubarity and Lsometries

9.1 The consideration of perpendicular lines and directions
is introducedon the basis of paper folding and drawing with
set squares, not to speak of vertical and horizontal lines
and of reflection in a plane mirror. Observations and ex-
periments lead, by mathematization,to the following axioms:

P
1
trical relation called perpendicularity.

In the set of directions of the plane exists one symme-~

Pz Each direction has a unique perpendicular direction (Per-
pendicularity is thus a permutation of the set of direc-

tions).
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P3 Each direction is distinct from its perpendicular di-
rection (Perpendicularity is thus antireflexive)

They may be rephrased in a compact proposition:
In the set of directions there exists a permutation, perpen-
dicularity, that is symmetrical and antireflexive.

Properties of perpendicular lines are simple conseguences.

9.2 Paper folding, images in a mirror lead to a defini-
tion of a reflection that is a gsymmetrical transformation
of the plane, alsoc named axial symmetry.

Images of figures in a reflection with preservation of
parallelism and senses of lines, axial symmetry of figures
and of pietures and photos, perpendicular bisector of a
segment, bisector of an angle, are easy topics. So is the
axiom of the bisector of an angle:

Given an angle, there is one reflection that maps its
sides on each other. The axis of this symmetry is named
angle bisector. This leads to a study of the symmetry of
figures: isosceles triangle, rectangle, rhombus and square,
circle and disk.

9.3 By composition of axial symmetries appears the group of
isometries in which we recognize translationsand central
symmetries as isometries obtained hw cumposition of two re-
flections the axes of which are parallel or perpendicular

re: sectively.

The precending subject-matter « 1 be treated early in the
second class (13 years). At :..s age the further study of
other transformations of the group may seem too abstract.
What is prior is the congruence of figuresg as the equiva-
lence relation given by the group of isometries. The
congruence of segments and angles with the transport of them
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as intuitive notion require the uniqueness properties:

1. Glven a segment [ab] and a half-line [ed on it, there

im a unique point ¢ such as [ab] = [cel.

2. Given an angle dob and a half—line [pe, in each closed
half-plane with edge pc is contained a unigue half-line

[pd such as _ 7
{ob = épd

Those propositions may be taken as simple axioms or de-

"

rived from a group axiom expressing so to speak the ri-
gidity of the plane. ,
axiom of rigidity

Given a half-line [ab, there are only two isometries that
map [ab onto itself: the identity mapping and the reflec-
tion with line ab as axis.

From this point the basic theorems of triangle congruence

can be correctly proved.

9.4 The measure of segments by transport on a graduate hal f-
line offers no difficulty. On the contrary, the measure of
angles (as the introduction of the real numbers into geome-
txy) appears to be a true stumbling-block of elementary
mathematics.

Starting from familiar behaviour of protractors it is possi-
ple to introduce a measure for elementary angles in the
Fuclidean meaning as union of half-lines with the same oxi-
gin [17]1. For reasons of simplicity we prefer to considex '
the meagure of angular sectors.

Starting from the use of a full-protractor we define [19,2]

A measure of angular sectors is a mapping m of the set A

69
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of angular sectors onto the interval of real numbers [op]
with ¢o<p: -

A Eﬁiapj)z X > mlx)

having the following properties:

1. Angular sectors are congruent if and only 1f they have
the same measure,

2. All zero angular sectors have (.as measure and all full
angular sectors have p as measure.

3. If the anqular sectors A,B are adjacent the angular sec-

~tor C egual to their union has a measure equal to the sum

of the measures of A and B

m{AUB) = m(A) + m(B)

We admit the following axiom for degree measure.

There is one and only one measure of angular sectors that
maps the set A of angular sectors onto the literval
[0,360] of real numbers.

9.5 This suffices for elementary purposes. In the third
class [19,3] (age 14=15) we come back to isometries in order
to distinguish displacements and overturns that are composed
of an even or an odd number of reflections, respectively. To
prove that‘na displacement is an évérturn we merely admit
that a reflection is not a displacement. Indeed, given a
displacement d let us admit it is also an overturn. It is
thus the composed of a displacement ¢' and a reflection

5 . .80 -
A 7 o ?
TA [ d! = d anﬁ TA = d [ d' » f:"

As d o d'"" is a displacement this is absurd.

This example shows how very simple computations with group
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notations may be helpful.

It is proved that each displacement is the composed of two
reflections and is thus a translation or a rotation. Over-
turns are either simple reflections or the composed of
three reflections. In this case they are obtained by compo-
sitions of a reflection and a transation parallel to the
axis of reflection. This line is thus invariant by the over-

turn which i=s named glide reflectiorn.

segments, angular sectors, angles, areas of polygons. Mea=
sures of arcs of a circle and of circular sectors of a disk
are obtained by transfer from the measure of angular sec-

tors.,

10, Secalar product

Just as parallel projections have a constructure build- o
ing role in affine geometry the orthogonal projections

are a working tool in metric geometryg'The cosine is intro-
duced as a coefficient of orthogonal projection of an axis
on an axls, the two axgsrhavg congruent segments for length
units. The cosine appedars to be determined by the angle of
the axis, thus its is called cosine of this angle. Congruent
angles have the same cosine. .

The scalar pradugé of vectors iz close at hand. It presents
the means of proving the metriec properties of triangles (Fy-
thagoras and others). The metric relations im rectangular
triangles are demonstrated by equivalent statements and are
therefore necessary and sufficient conditions for a triangle
to be rectangular. Perpendicular and oblique segments,
intersection of line and circle and of circles are treated

with scalar products.
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11.  Sensed angles

11.1 So far we have only considered angles and angular

sectors that are sets of points,having delayed the study
"of sensed angles and not having mentioned them in con-

nection with the scalar proaduct.

Sensed angles are defined as equivalence classes of coup— I
les of half-lines with the same origin, towards the dis- )
éiacéments.x55‘they are not sets of points. We do not
identify them with rotations, but show that in a rotation
the sensed angle of a hait-line and its image is théysamé
for all half-lines; thi. is the sensed angle of the rota—
tions. The rotatior: with a given centre constitute a com-
nutative group. We transform this group structure to define
the addition of sensed angles. So the sets of sensed angles
is a commutative group for addition. Sensed angles of a
couple of lines are also defined. [19,3]

11.2 The pupils are familiar with t'we ricut priority im-
posed in traffic. This pracrity is preserved if a car moves
from a place to another (with no oveiturn!). So it is in-
variant by displacement. Such an experimental situation
leads to define the orientation in a plane by considering
for each sensed line (A, <) one of the half-planes with edge
Az two half-planes with a sensed edge have the same orien-
tation if and only if they are equivalent towards the group
of displacements. [19, 3]

We bring this definition of the orientation of a plane in
connection with other ways, such as triplets of non—collinear
points; sensed angles etc. The arc capable of a sensed angle
is seen together with the angles and angular sectors inscri-
bed in a ¢ircle, and the sensed angles of lines,

11.3 Finally, by the aid of a graduated circle in the orien-
ted plane it is explained how real numbers given mod 360 can

2
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determine a =enzed angle and how the addition of sensed
angles ;érresggnds to the addition of their determina-
tions taken mod 360. As you see, we do not speak of mea-
sure but of determinations of sensed aﬁglés.x

12. The group of sAmilitudes

12.1 The fundamental group of Euclidean gecmetry is gene-
rated by composition of isometries and homotheties of the
plane. The main properties are proved for angles, segments,
triangles, areas. Direct and indirect similitudes are dis-
tinguished . and their compositions are found to be a ho-
mothety with a rotation having the same centre or with a
reflection the axis of which is passing through the centre
of homothety. The similarity of all convex regular polygons
with n vertices is proved and also the similarity of all
circles and all disks. That explains why the lengths of cir-
cles are proportional to their radii and the areas of disks
are proportional to the square of their radii.

The area of a disk, the length of a cirele are considered
respectively as the least upper bound of the areas of the
convex circonscribad polygons and of the lengths of the
perimeters of those polygons.

This ‘Leads sgimply to th= formulas.

Elementary trigonometry of sine, cosine, tangent is studied
in the oriented plane. .
All that is covered in three years (12-15)

In the following classes, space geometry is also presented
in an un.fied setting together with vector space, scalar
product, transformations, coordinates and matrices. The real

numbers field is revised. e

13
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III. Conclusiona

At the end of the preceding sketch of a comprehensive or-
ganization of the teaching of geometry, as it may be of-
fered to the (activity of) pupils we would like to make

some general remarks.

1. Geometry iy ever present with its meaningful concepts

loaded with their figurative power.

2. All geomctrical g:@parties taken as granted are in such

.a close connegtion, both with physical reality and with men-

tal images that simulated it in idealized schemata, that the
pupils can grasp them by their immediate observation and ex-
perience. Simple axioms are presented step by step in a ge-

netic way.

3. Geometry is not subordinate to vector-spaces theory, but
contains a natural approach to these notions. The order of
presentation tries to be more mathematical than logical.

4. Sets, relations, mappings, groups, transfers of structu-

res by isomorphisms are the working tools that are always in

action in a progressive geometrization.

5. The symbiosis of the real numbers field and its geometri-
cal correspoendent is revarding. Especially the gréupugf dila-
tations has & conrstructive role. It 1s an invariant subgroup
of the group af affinities of the plane, but also an inva-
riant subgroup of the group of similarities.

The group of dilatation has the privilege to be so simple
that it can be locked at with our bare eyes.

§. If we propose to begin with distance and measurements be-

74
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cause they are the ¢hild's foremost experience we ghould
hot forget that the experience of light is even more ob-
vious. We live undex the rays of the sun and these rays
give forever the physical example of parallel projections
with the shades.

7. Perpendicularity, too, is deeply rooted in our brain for
the sake of our balance and the role of horizontal and ver=
tical lines in the eguilibrium of our constructions. The
reflection at the surface of quiet water must have been a
bewildering experience for our ancestors and & provoking
gituation that had to be understood in order to conjure its
mysterious magic. Méasurements came surely later, except for
the arithmetic of small numbers. They are embodied in the
given unified construction. Geometry is alive! It has pro-
voked reflections, controversies and contributions of lea-
over the defence of geometry. His more convincing arguments,
however, are not, parhaps, to be found in his passionate pa-
pers, but in his creative work. In "Stabilité structurelle et
Morphogénése, Essai d'une théorie générale de modéles" [36]
the reader finds such a deep understanding of the problem of
the succession of Forms ard a wealth of examples, Most of
them are taken from biology and from disciplines that, so
far, have rebelled against all mathematization.

The work offers "the first systematical attempt to think in
geometrical and topological terms, ‘the problem of biological
regulation as well as those set by 'structural stability of
any form". The reading requires a broad and multipie know-
ledge in the domain of mathematics in its modern setting as
well as outside mathematics in the fields of contemporary
gciences, The effort that is needed to penetrate inta‘this
work of quasi-ency¢lopaedic character will be rewarded by
mathematical and philosophical enrichment and joy.

5
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PROBLEMORIENTIERTE ZUGANGE ZUR GEOMETRIE

R. Stowasser,; Bielefeld

"Phe construction of problem sequences
is one of the largest and most urgent
task in curriculum development'
(Cambridge Conference on School Mathe=
matics 1963) A

Der Stoff der Elementargeometrie wird nahezu ausschlief-
lich unter logisch~systematischen Gesichtspunkten fidr

den Unterricht organisiert. Die Folden sind bekannt:
Axiomatisches Ragout, Deduktion von Evidenzen iﬁ einem
vorfabrizierten undurchschaubaren System, Definition veon
Trivialitdten, mehy Spraghgtals Zentrale Inhalte, Bereit-
stellung von Vielerleaei @hﬁé erkennbaren Grund,. ‘

Die Képfe werden vollgestopft mit Plunder, wobei die
der Geometrie zugrundelisgenden Ideen eher zugeschilttet,
denn ans Licht gebracht werden.

Das alles hat trotz Anreicherung der Inhalte und anderer
Ausrichtung der Systematik (Abbildungsgeometrie) seine
Wurzeln im "euklidischen Geist", jenem methedologischen
Selbstverstidndnis der Mathematik, das sich in Platons
Akademie aussprach und in Euklids Werk mustergiiltigen

Ausdruck fand.

Fatal, daB die in Buklids "Elementen" kodifizierte eukli-
dische Geometrie his ins 19. Jhd. Muster ohnegleichen fiir
Wissenschaftsbereiche hlieb. Gewisse grundlegende (még=
lichst einfache) S#4tZe, die Erfahrungstatsachen des uns um-
gebenden Raumes aussprechen, waren darin als Axiome ausge-
zeichnet. Alle Ubrigen geometrischen Sitze sollten erst--
dann als giltig anerkannt werden, wenn fiir sie ein Bawels
aus den Axiomen (und bereits bewiesenen) Sdtzen vorge-
bracht werden konnte.
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-y Faszination jenes Musterbeispiels hat sich auch der -
saometr isunterricht nichit entziehen k&nnen. Bis weit ins
19. Jhd. hinein waren Euklids "Elemente" Grundlage eines -

sterilen Unterrichts.

pis dahin blieb auch verkborgen, daB Euklids Axiomensgystem
zur Deduktion nicht ausreicht. Nach Vorarbeiten vornehm-
lich italienischer und deutscher Mathematiker hat dann
pavid Hilbert 1899 eine vollstindige Deduktionsbasis filr
die euklidische Geometrie vorgelegt.

Es gibt‘mittlerweile sehr verschiedenartige axiomatische
Fassungen der euklidischen Geometrie. Wenigstens eines
dieser Axiomensysteme sollte der Mathematiklehrer kennen
und zwi Abschrechung gesehen haben, wie daraus in mithe~ '
voller Kleinarbeit die einfachsten - zumeist evidenten -~
geometrischen Sitze deduziert werden.®) Bleibt zumindest
als Lernziel fir den Lehrer: wissen, daf der Geometrie-
unterricht in der Sekundarstufe I nach ganz anderen Ge~

sichtspunkten organisiert werden muB.

Ein solches kompliziertes Axiomensystem als Fertigfa=-
brikat in die K3pfe der Schiiler einzupflanzen und dar-

.auf ein eigenartiqes, flir Schiiler nicht durchschaubares

Rankenwerk von *- .. - ren Sitzen, aber Sitzen drmlichen
geometrischen if: v sw. -1t Hilfe der Logik aufzurichten,
das wagt kein Didakeiker oder Lehrbuchschreiber zu- emp=
fehlen. Aber in den géngigen Schulbiichern (z.B. im
Schr&der-Uchtmann®#) ist doch eine starke Griéntierung
an einer logisch-systematischen Entwicklung uor Geome=
trie immer noch unverkennbar. Vom euklidischen Geist hat
man Sich noch viel zu wenig emanzipiert. Dort wird bei-
splelswelise die Achsensgiegelung durch eine Liste von 14

%3 %.B. K, Borsuk und W. Szmielev: Foundations of Geometrie,
amsterdam 1960
%1 gehréder-Uchtmann: Einfihrung in die Mathematlk, Geometrie 1.
Frankfurt 1972
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starksn Axiomen beschrieben, ein Rattenschwanz von tri=
vialen SHtzen formuliert und unvollstindig aus den A  iomen
deduzliert. Nimmt man noch die dort aufgefiihrten Axiome
hinzu, die die Inzidenz-, Ordnungs~ und Orthogonalitdts-
relation betreffen, so wird klar, daB trotz des groBen
Aufwands nur axiomatisches Ragout serviert wird, das nicht
einmal eine ausreichende axiomatische Basis filir das
Messen von Winkeln und Flichen hergibt®). (Das Urteil

iiber andere g&nglge Schulblicher £&llt im Grundsatz

nicht anders aus. Der Zaubergarten der Geometrie nimmt
sich in ihnen wie ein staubumwilkter Exerzierplatz aus

{Wagenschein)) .#%)

Kein Wunder, wenn die Schiiler lustlos darauf reagieren
und dabei eine negative Einstellung zur Mathematik er-

werben.
Gegen Antriebsschwdche helfen nur starke Reize.

Im Falle der Geometrie sind zumindest Zugdnge von reiz-
vollen Problemen her zu den zentralen Inhalten hilfreich.
Besser wire freilich, die alte Gewohnheit ~ logisch-syste=.
matische Stofforganisation - ganz aufzugeben und das Feld
der Ceometrie mit Problemkrelsen abzudecken. (Einige solche
geometrische Problemkreise - extremale Rechtecke, Billard,
herenische MeBkunst, Kiistenschiffahrt-, Werkzeugprobleme

atc, werden in diesem Heft vorgestellt).

Wir plidieren filr muntere Einstiege in dias Geamet:ie'van
reizvollen Problemen har, die mﬁélichst rasch zu hinreichend
interessanten (nichtevidenten) Entdeckungen fllhren. Wir
sollten dabel versuchen, Haafspaltgréien aus dem Weg zu

%) Analyse des oben genannten Lehrbuches im: Zentralblatt der Di-
daktik der Mathematik Heft 1/70 von R, Stowasser und K. Breinlinger

#%Jyns scheint schon bloBes Schielen der Lehrbuchverfasser auf ein
"Hintergrundaxiomensystem" bedenklich, sei es auch nur dazu gedacht,
dem Lehrer einen sicheren Leitfaden an die Hand zu geben, der ihm
die Orientierung im Irrgarten der Geometris erleichtert.
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gehen, gegen alle Definier- und Formulierwut und gegen
jeden Beweisfanatismus die besondere Rolle der iIntuition
gegeﬁﬁbgf der Logik betonca, ert legen auf die Entwick=
lung der Phantasie, auf Ori/ nalitdt und winkliches Ver-
stehen. Wir meinen nicht, dap Schiiler evidente geome-
trische Sachverhalts (z. B. den Scheltelwinkelsatz)

nach einem Beweis besser verstehen als vorher, halten
vom plausiblen Begriinden ﬁichtéﬁiﬂenter S4tze mehr als
von fragwilirdig strengen Beweisen (aus einer unzurei-~
chenden axiomatischen Basis), betonten das Auffinden

von Argumeﬁtan mehr als das Nachvollziehzn von Mause-
fallenbeweisen (Schopenhauer).

Wir scollten uns mit unserem Vorgehen vor allem auch
gegen die iibliche Eergitstellungsﬁethéae wanden. Kon-
krote Probleme sollten nicht erst dann behandelt wer-
den, wenn die dazu n&tigen Begriffe und S3tze zur L&-
sung der Probleme schon bereitstehen (Praxis als An-
wendung vorridtiger Theorie). Vielmehr soll Theorie ru-
dimentdr und ungehobelt aus der Beobachtung und Ana-
lyse der zur L&sung anstehenden konkreten Probleme ent-

stehen.

pie Einstiegsprobleme sollten so geartet sein, daj die .
gchitler mdglichst selbst verwandte Probleme formulieren
- im einfachsten Falle durch Variation gevisser, Ele-
mente -,die zu ihrer L&sung neuer Uberlegungen bedfirfen.
So kann ein nach allen Seiten hin offener Problembreis
entstehen. Die geometrischen Sachverhalte erscheinen

in einer Ordnung, die der Ausweitung des problemkreises
angepalt ist. Mit einer logisch-systematischen Ordnung
der Geometrie hat das Unternehmen wenig Beriihrungspunkte.

geit Euklid nehmen Konstruktionsprobleme im Geometrie-
unterricht einen ausgezeichneten Platz ein. Euklids

axiomatische Passung der Geometrie kanp verstanden




werden als yrofartiger Versuch, die Geometric zu ent-
k

wickeln aus den grundlegenden Konstruktionen bei Fask=

e

schreibung der Werkzeuge: Zirkel und Lineal. Solche
Fixivrung war Hemmschuh flir die Entwicklung der Mathe-
matik noch im spidten Mittelalter. Der Geometrieunter-=
rieht hat diese euklidische Fesscl noch immer nicht
abgestreift. Emanzipation von puklidischem Geist mufl
nicht nur das Korsett der logischen Systematik auf-
brechen, sondern auch den 4relen Werkzeuggebrauch pro-
klamicren. Sie erfolgt nahezu zwangsliufig, wenn sich

der Geometriounterricht vornehmlich an Problemen orien-

tiert, fdr .- T’sungsmethoden und Werkzeuge nicht
vorher schon bi.uitgestcllt werden, sondern ad hoe
erfunden werd.; missen. Der Problemldser will mit sei=
nen Problemen zundchst irigendwie fertig werden. Seiner
Findigkeit muf die Wahl geeigneter Hilfsmittel (Werk-
zeuge) i) Uberlassen bleiben. Ihn von vornherein auf
klassische Zirkel= Lineal-Konstru! sen zu fixieren,
nur solche L#sungen anzuerkennen unu die Auswahl der
Konstruktionsaufgaben ausschliefilich unter dem Ge-
sichtspunkt der Realisierbarkeit mit Zirkel und Lineal
zu treffen, erscheint didaktisch geradezu widersinnig.
Was das Werkzeug anlangt - hat es einen arnigebbaren
Sinn, ein Kuchenmesser fiir chirurgisch« Fingriffe vor-

zuschreiben oder auch nur zu empfehlen?

M-  2n wir als DBeispiel die alte Aufgabe der Winkel-
dreiteilung. Mit dem Winkelmesser als Hilfsmittel ist

jie Aufgabe trivial lésbar. Mit dem Zirkel und Lineal ist
Aufgabe in endlich vielen Schritten nachweisbar -

u
mit algebraischen Methoden - nicht zu lésen, sofern

3 parallel-, Spiegel-, Einschiebe~ Lineal; Winkelhaken; Koordi-
naten-, Parga -=. Zur Ortung (terrestrische Navi-

50 -
gation) bEiEPiElSWEiSE ist Pergament als Werkzeug vorziglich
geeignet (s. S.86 ff in diesem Heft).
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zirkel und Lineal im klassischen Sinne benutzt werden )
(mit dem Zirkel kann um einen vorgegebenan (oder ge-
wiihlten) Punkt ein Kreis mit vcrgegebenem (oder ge-
wihltem) Radius gezogen werden; mit dem Lineal kann
eine Gerade durch zwel vorgegehene (oder gewdhlte)
Punkte gezeichnet werden). Die Winkeldreiteilung liefie
sich freilich in unendlich vielen Schritten mit Zir-
kel und Lineal durchfiihren (Eingabelung durch iterierte
Winkelhalbierung - Intervallsihaéhtelung des Bruches

% durch Dualbriiche: % = %2 + %4 + %6 + ...) oder mit
Zirkel und Lineal, sofern das letztere nichtklassisch
verwendet werden darf (nidmlich als Einschiebelineal,
auf dem zweli Punkte eine Strecke markieren, die zwischen

zwel schon gezeichneten Linien "eingepaBt" werden darf).

Arc) undes' Elnschiebelireal~Lésung findet man gewif nicht
auf Anhieb, aber die zu.irundeliegende LOsungsidee ist
sehr einfach. Sie entspringt einer unilblichen Konstruk=

tion zur Vervielfachung eines vorgegebenen Winkels (Ver=

%) Auf héherem Niveau (in Sekundarstufs II) kann die Winkeldreiteilung

durchaus als reizvolles Einstiegsproblem verwendet werden zur Moti-
vation grundlegender algebraischer Begriffe und Methoden, mit denen
auch gewisse Fragen nach der Mdglichkeit klassischer Zirkel-Lincal-
Konstruktionen erledigt werden kénnen:Winkeldreit ng, delisches
Problem der Wirfeldoppelung, Dreieck aus den Winkelhalbierenden -
das sind Konstruktionsproblems, die aul kubische Gleichungen fidhren.
Solche Gleichungen mit rationalen Koeffizienten haben aber genau
dann durch Quadratwurzelausdricke darstellbare Lésungen, wenn

sie eine r-tionale Ldsung hesitzen.
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wendung gleichschenkliger Dreiecke) .*

Die "Umkehrung" dieser mit Zirkel und Lineal realisier-
bar

en Winkelverdreifachung liefert rundie gesuchte Win-
keldreiteilung.

Wir achten auf die Gleichheit der Streckenlingen in
Bild 4 : l(ab) = 1(bd) = lled) und versuchen diese
Eigenschaft zur Kon-

struktion auszunlitzen.

Es liegt nahe die Zeichnung zu ergdnzen.

[=

U 3 } Bild 5

—lt

Die Konstruktion fir =6 wird demnach von folgender Zei-

5
chnung «usgehen kdnnen.

c

G R \B__ )
d } Bild 6

Gelingt es*uns, e.ne Gerade H s0 zu legen, dap auf ihr

vom Kreis K und von der Geraden G eine Strecke der T.dnge

* ) yorweg wire demnach im Unterricht das Problem "Winkelverviel=-
fachung" zu erledigen (verschiedene Realisierungen mit ver-
schiedenen Werkzeugen; wenn nétig Hinweis darauf, daf gleich-
schenklige Dreiecke eine hibsche Losung erméglichen)
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l(cd) abgeschnitten wird? Sofern man nicht auf Zirkel
und Lineal fixiert ist, wird man ein geeignetes Werk-
zeug herzustellen suchen®), das die Rinpassung elner
gegebenen Strecke zwischen zwel gegebene Linien crmig-
lieht. Ein gespannter Schnilrsenkel, auf dem die Ldndge

l{ed) durch zwei Knoten markiert ist, erfililt unszeren

wunsch. Wir spannen ihn

Knoten k  ond kz auf K bzw. G liegen (=.Bild 7 )

\ . - 5 - /
Bild 7

Im folgenden Beispiel, einem Problem aus einem chine-
sischen Rechenbuch (2000 Jahre alt) mdchten wir noch
eine andere Seite der Emanzipation vom euklidischen

Geist heransstell.;u. Nicht nur das Werkzeug selbst,
onde

vorgeschrieben werden.

Aus eipem Teich ragt ein Bambusrohr 6 FuB heraus. Zieht
man die Spitze zum Ufer, so ist sin 8 Fuf von der Stelle
2ntfernt, an der das Rohr aus dem .Jasser kommt. Wie

tief ist der Teich?

Fiir E1fj8hrige ohne systematische Unterweisung in Geo-
metrie ist das ein hinreichend nichttriviales Froblem.

Naheliegend ist eine Eingabelungslésung flir den "Wurzel-

3#) gg diirfte nicht schwerl
unterricht auf allen 8§
den Atti i
darin ginen se

clez

- CC
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punkt" des Rohrs (Probierverfahren mit systematischer
Halbierung) .

Py wird auf der Geraden ac
als Drehpunk: Jewdhlt. Die
Spitze des Rohrs kdme dann

aber nach a, (Schnlirsenkel,

Zirkel, Einschiebelineal

als Hilsmittel). a, liegt ﬂ*r’aiaqrfb"ag B TTI
links von b. Drehung um‘pz Fa
(=c) lect die Spitze rechts F3
von b nieder. Der gesuchte
Drehpunkt liegt folglich¥)
zwi;chén P, und Py Mit dem

Qp-

Mittelpunkt Py der Strecke Bild 8

P1P, wird genauso weiterge-

macht. Das liefert eine Intervallschatelung flir den ge-
suchten Drehpunkt p. Die Aufgabe ist in wenigen Schritten
der Zeichenungenauigkeit wegen praktisch (aber umstidndlich)

gelést.

Hat man die Ldsung p, so sollte an der Zeichnung die
symmetrie des Kreissektors 1,
auffallen. Das fdhrt zu

tiberlegungen, die Symmetrie-

achse zu finden, zu verschie=-

=1

denen Mittelsenkrechtenkon- Bild 9
struktionen; darunter wohl

auch zur klassischen Zirkel-

Lineal-Konstruktion. \
(Eine besonders einfache N
L&sung gelingt durch Papier-

falten. Man zeichnet dazu die \
Ausgangsdaten auf Pergament- I N

papier, faltet es dann so, daf \

a auf b zu liegen kommt.)

P
Y. Biid10
%) pie Eingabelungskonstruktion 14Rt sich streng begrinden mit Hilfe

Pwischenwertgatzos,
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Man beachte: Das Ausgangsproblem ist ohne vorangehenden
systematischen Geometrieunterricht lésbar. Die (mit
Elfj4hrigen nicht weiter analysierbare) Eingabelungs-
konstruktion ist ein erstes Beispiel einer vielseitig
anwendbaren praktischen Methode, der spdter (in dex
Analysis) grundlegende Bedeutung zukommt®). Das Aus-
gangsproblem motiviert schlieflich auch den flr die
Geometrie wichtigen Begriff der Mittelsenkrechten und
fidlhrt zwanglos zu arsten Symmetriebetrachtungen. Von
Bereitstellung kann keine Rede sein. Die hilbsche Auf-
gabe wird keineswegs bloh zur Anwendung schon bekannter
Methoden "misbraucht".

Weltere Aufgaben zur Anwendung des Begriffs "Mittelsenk-

rechte" findet man in den dlteren Lehrbichern im Zu-
sammenhang mit dem Pythagoras-Satz; d.h. viel spidter
als Rechenaufgaben.

a) Ein Bambusrohr ist 10 FuB lang. Der Wind knickt es.
Seine Spitze beriihrt 3 FuB von der Wurzel entfernt
den Boden. Wie hoch liegt die Bruchstelle?

b) Man hat eine ge&ffnete Doppeltiir. Ihr Abstand von
der Schwelle betr” . 10 Zoll (= 1 FuB). Die keiden
Tiiren klatfen 7 2oll auseinander. Wie breit ist die

Doppelilir?

¢) Eine Lanze radgt senkrecht . hend 1 Fup iber eine

n

s: Iterationsverfahren zur Lé&-
it - Zwischenwertsatz - Fix-

3 Komplettierung des Zahlikdrpe
sung von Gleichungen = Stetic
punktsitze (s. R. Stowasser, Findimensionale Existenzsdtze,
in: Der Mathematikunterricht, Heft 1/70). Vorerst warden
stetige Abbildungon und ihre Eigenschaften (Zwischenwartsatz)
naiv verwendet, erfahren keine begriffliche Fassung, werden
in solchen Beispielfdllen bloB anschaulich verwendet und auch
i.w. nicht verbalisiert. Natlrlich werden auch die mit der
maBstdblichen Zeichnuny verbundenzn Ahnlichkeitsbeziehungen
an dieser Stelle nicht analysiert. ’

83
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Mauer. Schriggestellt, mit einem Ende 3 Fup von der
Mauer entfernt, erreicht ihre Spitze gerade die Mauer-
hthe. Wie lang ist die Lanze?

Nicht nur die Elfjidhrigen haben Schwierigkeiten mit den
veridnderten Lagebeziehungen . DaB dieselbe L8sungsidee
wirksam ist, das ist nicht von vornherein erkennbar.
Man zeichne und lerne sehen. Dazu ist Geometrie offen-

bar in besonderer Weise geeignet.

(in den Aufgabenplantagen dlterer Lehrblicher findet der
Lehrer genug Material, das er in &hnlicher Weise "~weck-
entfremdet" verwwi ' wn kann m.t der Absicht, neue Reize
an ihm zu entfalten. Solche Lockerungsibungen sind ins=
besondere systemorientierten Lehrbuchschreibern zu emp-

fehlen, .

Wir geben im folgenden zwei Beisplele fiir den Unter-
richt sequentierter Proklemkreise (Extremale Rechtecke;
Billardprcbleme und extremale Wege) . Weitere Problem-
felder k&nnen aus Platzgriinden nur sehr skizzenhaft vor-
gastellt‘we:den mit Hinweisen und Anmerkuncan verdcnie-

denster Provenienz.

1. Extnemale Rechtechke - einn Tinblamsequenz mit Kungiimzn

In der Klasse 5 werden iiblicherweise Umfang und In-
halt von Rechtecken behandelt nach dem h&chst frag-
wirdigen didaktischen Prinzip der kleinsten Happen
- Ausgliederung eines sgharf zugeschrnittenen Tell-
stlicks aus dem Komplex des Messens - bel kurzatmiger
und wenlig kurzweiliger Motivation. Mit 2a+2b und ab
werden dann etliche "altbabylonische Ackeraufgaben”

gerechnet.

(-8
L
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Wir widhlen mit Absicht dieuen in ¢ n S-lLulbilchrin recht
langweilig abgehandelten Unterriclh = . ensta.d uvwl gealian
unzgeren Unterrichtsvorschlag dar~1en elne kleﬁnw Mz
dieneinheic mit Kurzfilmen zum E:.istica, Policrnsitzas,

Lesebdgen, Arbelitskarten.

Statt ednze” | Rechtecke behandelr wir im Unterraicht gewisse
Ezuigda;aitmi und halten darin Ausschau nach Rechtecl .
mit gewlssen Extremaleigenschaften. Wir nut.en den Reiz
elementarer Extremalprobleme, zu deren L8suniy diverse Ver-
fahren des Strecken- und Flichenvergleichs zu eifinden
sind. 2a + 2b und ab allein geniigen flir elementare L&-
sungen unserer Extremalprobleme nicht. Der Komplex des

Mezsens muBl vielfdltiger erschlossen werden.

Zu den psychologischen Mitteln der Anveizung gehdrt die

passende Einkleidung der mathematischen Sachverhalte. Bie
erméglicht Mathematik in der Form von "Geschichten" zu
prisentieren, die uns in d=s Fabelreich der Phantasie

entrilcken kénnen.)

In den § 1 - 4 werden die ~ichtigsten Stationen unserer
Problemsequenz beschrieben.Vier Rechteckssorten werden

behandelt: s

a) die tellumfangsgleichen TEIUFANER
b) die umfangsgleichen UFANIER

c) die inhaltsgleichen AREANER

d) die guermassgleichen DIAGONER

Zu jeder Sorte finden wir verschiedene Herstellungs- urd

Sortierverfahren (Spionsuche), dabei auch die zentrale

%) Im Unterschied <u Jonathan SWIFT verfolyen wir keine gesellschafts-
kritischen Zwecke, wenngleich wir uns ebenfalls gew.ssor ironischer
stilelemente bedienen - z.B., im Kurzfilm II: "Soldat muB jeder Wwer-
den, dessen Bauch kleiner ist als der Generalsbauch". Die Schelte
aufgeklirter padagogen, die die gesellschaftliche Irrelevanz unserer
Farbeln monierten, soyar Perpetulerung hierarchischer Strukturen als

absicht unterstellten, lassen wir ohne Rechtfertigung {ber uns ergehen.

#3) 1y Bild ist der "Teilumfang" dick gezeichnet.

90
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Kennlinienmethode (kartesische Graphen). Gesucht sind der
quermafkleinste, der inhai.tsgr&Bte, der umfangsgréfte
TEIUFANER und analoy: extremale Rechtecke der anderen
Sorten. ‘iie werden in Jduer Regel mittels kartesischer
Graphen gefunden und mit allen anderen Rechtecken ihrer
Sorte verglichen in “.nsicht auf jene Eigenschaft, die
lich wie schon Euklid, nur daf er ausschlieBlich den
langweiligeren Fall der umfangsgleichen Rechtecke be-
handelt hat.

Fiir unsere Problemsequenz ist die kartesische Darstellung
von Zuordnungen zwischen GréBenbereichen zentral. Der
Lehrer lasse sich nicht abschrecken durch amtliche Vor=
urteile (Lehrpline, die so etwas dlteren Schillern vor-

bhehalten wollen).

Die L&sung der Probleme gelingt chne vorherige systema-
tische Unterweisung in Geometrie. Einige geometrische

Sitze prdparieren wir bei unserer Arbeit an den Fro-
blemen heraus - z. B. Satz vom Lot als klirzester Ver-
bindung, Satz von der Treppe, Satz von der Kreistangente,
u.a..Die Problemsequenz diktiert ihre Selektion und lHgt
sie beziehungslos neheneinander stehen. Wir werden ein

paar bunte Schmetterling: fangen und konservieren. "Lokales
Ordnen” (FREUDENTHAL) hat noch keines Sinn beli so kleiner
Beute. Aber wir werden auf unseren Weyen durch weitere
Problemseguenzen — Papierfalten,Parkette, hercnische
MeBkunst , Kisteuschiffahrt, Billard, eta. = noch vigle
Lunte Schmetterlinge sammeln kdnuer, soviele, dan :zich
logisch~systematische Aufarbeirsng und Ansitze zur Tasorie-
bildung im Hinblick auf eine Grundlegung der Geomctrie
méglicherweise lohnen, wenn auch nur flr weaige unter den

mittlerweile herangereiften Schillern.

Vielleicht darf noch verme:iixt werden, daB wir nicht die

e
o,



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

78

Absicht haben, sachkundige Leser m.t einem Lernzielkatéa
log zu langweilen. Eher neigen wir dazu herauszustellen,
was nicht zu den Lernzielen gehdrt, etwa: Der Schiller
sollte nicht wissen, dapf Zuordnungen rechtreindeutige

Teilmengen des kartesischen Produkts zweiler Mengen sind.

1.1 Telupanen

a) Den Einstieg machen wir mit dem Kurzfilm I "SPION
IN TEIUFAN", Der Film schildert zun#chst die Herstellung

der Rechtecksminnchen. Aus gleichl:. “ahtstlicken wer-
den rechteckige Haken gebogen (s. '+ . . Die Haken
holen sich nacheinander ihren Bauc. .., das genau da-
runter passende Rechteck. Ein Mondg. - ..t schiebt sich

dahinter. Einige TEIUFANER werden so gefertigt. Danach
sieht man eine TEIUFANERversammiung. Ein K&nigsbote mel-
det, daB sich ein Upion eingeschlichen hat. Er hai: nicht
denselben Teilumfang (= Hakenldnge). In der Zimmerecke
ist ein Mapstab aufgestellt (Vorbereitung des Koordina-
tensystems). Die Minnchen dridngeln sich zur Messung in
die Zimmerecke und machen dort einen "FuBstand" auf dem
rechten FuB (s. Bild 12}

Mit diesem etwas umstdndlichen Ver-
fahren wird natiirlich der "zu lange"
Spion gefunden.

Die Minnchen stehen noch alle in

der FEcke. Der unverdichtige Kdnigs-

bote entdeckt ein raffiniertes Ver-

fahren zur Spionsuche. Er bemerkt
ndmlich, daB die rechten Schultern der recht Gemesseneir
auf einer yeraden Linie liegen (teiufane Kennlinie = s.

Bild 13)

> —T Bild 13
e o~ Bild 19

92
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Der Film hinterl&Bt ein Problem. Warum ist dic texn.ae
Kennlinie eine Strecke? Wir verwandeln einen schmaien
TEIUFANER in einen breiteren und wiederholen das Ver-
fahren. Die Seitenansicht

foiner Treppe entsteht mit
Stufen doppelt so breit

wie hoch, Die Kinder wissen ey

‘4ngst, daf man auf eine so 1

ji- ichmifiig debaute Treppe

ein Brett fest auflegen kann.¥) i 77 -
Ein Foliensatz gestattet et-

liche solche 1:2 Treppen auf-

vinandsr zu legen. Die Kinder
begreifen: Die teiufane Kenn-

linie ist notwendig gerade.

b) Dann folgt der Kurzfilm TI1 "WISTERUNG IN TEJUFAN"
Der diagonalenkiirzeste TEIUFANuR wir gesucht. Ihm kommt

dasg Generalsamt zu.
In Verbindung mit der teiufanen Kennlinie hilft der Satz
vom Lot als kiilrzester Strecke den General finden.#¥#

Soldat wird, wer einen xleineran Bauch als der General hat.

iv Misterung macht keine Schwierigkeiten. Wir nutzen

—

unsere Xenntnis von der 1:2 Treppe. Die Musterung eines

%) Dpshinter verbirgt sich natirlich ein BAhnlichkeitssatz, wir schen
aher keine Veranla.sung an dieser Stel.e tiefer zu bohren und wo-
moglich das ganze Fundament der Bhlichkeitslehre freizulegen. Dun
ausgéﬁp}achén ungeomet-isch formulierten Satz von der Trepp. ~-—hmen

wir in unsere Argumeril ! ionzbasis auf. T den der Geometer
begegnen Jir notfalls mit psychologi: - . . mit legischen -
Argumenten.

ie breit. Zur

Stick tiefer bohren,

vJ
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TEIUFANERS zeigen die Bilder 15 undié6.

e =

Bild 16

gild 15

&

o

2%
-
7R

D
R

7

c1) Der K&nig muB8 nach geschriebenem Gesetz den aller
grébten Bauch haben (fldchengrdfter TEIUFANER). Welche
Mafe hat er?

per eilige Lehrer 1dBt den Mathematikus von TEIUFAN ko=
haupten: Der Kdnig ist doppelt so brezit wie hoch.

Stimmt diese Behauptung?

Wir vwarfahren dhnlich wie bei der Musterung in b, . Wir
vnrrnieichen den angeblichen Kénig mit irgendeinem "niedri-
st ™ TAIUFANER. "'nser Treppen=

geapv: bk sogleics zur Folge,

daf o+ ker he-avzJsagende

Teilreci: ot I groBeren Inhalt I

hat als das seitlich {iberstzhen=

R L -
1}
E\.—.—

de Teilrechteck II. Eine analoge thé-gi;E;—"
) ] o : id 1
therlegung zeigt, daB auch die

"haheren TUIUFANER inhaltskleiner sind.

¢2) Der weniger eilige Lehrer wird den zweiten Lesehogen
vorziehen. in diesem wird die vorher mit der Kennlinie der

TAIUFANER angerissene Methode der kartesischen Darstellung

L
prs
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einer Funk:ion thematisi rt.

Wir haben bisher "ab" niclkt gebraucht. Eine durchaus reiz-

volle Varifation der Untefrichtsarbeit motiviert zundchst

"ab" durch eine Plattznlegeraufgabe: Ein Rechteck soll

mit midglichst grofien kongruenten Quadraten gepflastert

werden.

Mit "ab" kann dann der Flicheninhalt der TEIUFANER be-

rechnet werden. Die Zuordnung: Breite -+ Inhalt wird durch

eln Parabelstiick im kartesischen Koordinatensystem dar-

gestellt. Ergebnis der Zeichnung: Vermutlich hat das

Rechteck, das doppelt so breit wie hoch ist .n. ~ allen

teilumfangsgleichen Rechtecken den |- /ten I'n-lit.

(Argumentation wie in c1)

d) Der teiufane Kanzler soll extremalen Umfang haben.

Wir suchen ihn mittels des kartesischen Graphen der Zu-

ordnung: Breite + halber Umfang. Wir brauchen nur die
obere Seite der Rechtecke umzuklappen (s. Bild 18)

Wir sehen: Zu jedem TEIUFANER /,\ P
gibt es umfangsgrdfere und ’

-irleinere. Die umfangsgréferan sg?f

gird "niedriger", die umfangs- : N
kleineren "héher". (Die ex- z::f;;

tremen. Randfiguren lassen wir -

in Teiufan nicht existieren.)

Grund daflir ist wieder die

1:2 Treppe.

'

Ergebnis: In Teiufan muf der Konig die Regierungsgeschif*e

selbst filihren.

Wir x8nnen sogar bagriinden, daB der kartesische Graph

L

zuordnung: Breite - halber Umfang =ine au’steigende Str

95
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igr. Die 1:” “reppaneigenschaft ist leicht erkennbar.

1.2 Ufanien

Genau nach den in 1.1beschriebenen Methoden ergibt sich
schnell die 1:1 Treppeneigenschaft und daraus sogleich
das Quadrat als quermafkleinstes und inhaltsgréftes
Rechteck dieser Sorte, Teilumfangsextremale UFANIER
existieren nicht (der kartesische Graph der Zuordr'ng:
Breite - Teilumfang ist eine fallende Strecke; 1:!

Treppeneigenschaft).

1.3 Ateanen

a) Im Nachbarland leben die AREANER. Ihre Erzeugung schil-
dert die beigefilgte kommentierte Bilderfolge. Im Unter-

richt wird ein vorberei-
‘teter Foliensatz vervwen-

det.

In der Wandecke steht ein
Quadrat, der Stammvater
der AR..iNER, Eine MeRlatte

wird an seine rechte Schulter
gelegt - in irgendeiner
Richtung.

Die beiden schraffierten

Dreiecke werden umge:>dt

und grenzen einen heuen Bild 19
AREAMNER ab.
Viele AREANER werden so erzeugt. Sie werden, well ergdnzungs®

gleich, als inhaltsgleich erkannt.®)

) pie AREANER werden mittels einer variante des jrundlegenden Gnomon=
satzes (Satz vom Ergdnzungsparallelogramm) erzeugt.

O
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B} Zur Spionsuche wird das in TEIUFAN ausaplonierte
¥ennlinfenverfahren avsprohiert (hier: sgledahgebtige

Hyprerhel ala Fenndinies,

o) Gesucht tas <o umfswsskiospat e ARPANER (dev Eioalyg
sty AHEANTE MY,

Mit oipem vogberefteton Foliengat 2 wird rasch der karte
qi socher Graph Jer Z2uordrung s Bre it - halber Unfang o=
wonner,  bbmoint za ontnehmety Vermat Tich ist der rquadrea -

tiachss AFDANER Kinig.

2t Begriinduncg verrrlejehon wit oinen "niecdrigeren” AREANER
nit t dewn squadrat ischen,

Die Rechtecke T und 1D sind
inhaltaglieich. Folgt:

4 - duskh+n=-a) 7))

Tiir "hishere” AREANIIR wird

analo:] argqumentiert, ; )
inalo:n) argqument jert, Bild 20
4y Wer iat areantascher General (= quermaldkleinater)?

Die kilrzeste Verbkindung von 4
Uraprung des Koordinaten-
syatems zur Hyperbel wird
vetrlangt, Die Symmotrie und

donatonie springt ins Auss,

wlar, der EOnig hat auch

Gerneral su spiclen.

e Kindeor sehon kaum oln, o 513 éT
[

daf das noch zu befrilnden wire, ¥8)

ipie Kinder tranaporticren natdriich die entaprechenden Tol latrecken,
in die sie dan Quarltat zerschae iden, Rechiang [t ganz unndtig.

218 fir den leser] 1
21 pann die Umfangagleichen rum \\
ouermafverglelch heranziehen, \
Zur Beqrindung versernds or oaud
cd arb fdr eincn “niedrigeren”
AREANER; ontsprochond kann {dr

"hohere® AREANER argument fert werden, —fr—————— fﬁ
. %

v7 o 8itd 22



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

B4

e} Arcantlscher Eanzsleor ist nach Gepser g
L]

Eioinste im ganven Londe,

Die qgraphigche Mot hode hringt

jit deppelt o breit wie hoch.

e aenlbogend odnfache korvekt o

Yoopmgl grig e

iy

toet Turmd Ay -

Abier e SeRidler tareden in dicsom Saammenthang,

Atbsnoabime ol Fanalors po wwed
aqind fu, Hicd 2V, dan
fernerhin der Hangz lor

Jiitoh Fa;glluluvrxthHLvn

ey tefjufanen Fennlinde

crmrttelt werden karan

PFaicpent e an die Hyperbaed o,

tod Peaaven

a) Ihre Erzeugunsg geschicht mittbel

Linde, aio in dis Bandecke eingepaft wird

AREAMEH

ey

Bogriindiang hithen wi

Ao

Fanzler

nijohit,

testamfanoglei ch

8itd 2

P

5ol ner

Bicr keirtesische Graph Jder Zuordnandg:
I

protte < HOhe sieht aus wie ein

Viertolkreis. Ist er ein Viertel-

kreis? Es dauert cine Welle.
schlieplich wird geschen, dag
die Rechtecke nur "umgodreht"

wv"féf}ﬁ milszen, )

wir ohne Begrindungsversuch hin.

A

Strecke

fesstor

{(Lezlteransto] lont)

i
¥
|
¢

e owx o= o

i "
1E\%X3
' 5/)5:?5 -

%) piese Rechteckassymmetric bezdglich einer Mittelparallelen nehmen

W
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i

Ganz «infach ist die Splonsuche.

h) Anhand der kartosischen Graphen flir die Zuordnung:
fireite » Jlidhe, Breite » Inhalt wird dos Quadrat als um=-

fangn= und zuglelch inhaleasgeiiiter DLIAGONDER vermutot,

Die Megriindung stiltkzt sich avf den Satz: Dic Kennlinien
disy Ouerman=, Umfangsa= und Tnhaltsg letehon Tiegen symmes=

trisch suar Winkelhalbiorenden. )

In der 4edchnung wird dag Quadrat
mil eine "nledrigoron” DIAGONER
dem Umtarnyg und dem Inhalt nach
vor-l tehen. Wir slehen oln zum
Quadrat umfangsygleiches und ein
inhal tsgleiches Rechteck zum EEE——

Vereg.<ich heran ind benutzen

die Eennlinien aus TETUFAN

und ARFAMIFEN.

A
Jur Ardgumentation brauchen Beld 26
wir diec Trennelgenschaft der Ceraden g bezillglich der
Kurven K und H, Beziiglich ¥ nennen wir den Satz vom Lot
als kirzestnr Verbindung. Hinsichtlich H kann aufl.3¢)ver-

wiesen worden.,

¢) Wir suchcn den teilumfangsgrdften DIAGONER (Kanzler).

Wir lagscn die DIAGONER Fufstinde auf dem rechten Fuf machen:

Biid 27

Ohne Rechnung 18Rt sich damit wieder der kartesische Graph

der Zuordnung: Breite -+ Teilumfang zeichnen.

%) purch Vertauschen von Breite und Hohe komnt man aus keiner dieser
drei Sorten heraus. Bei den TEIUFANERN ist das freilich anders.

99
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Vermutlich ist der diagonische Kanzler deppelt so breit

#@ie hoch.

Aber wir finden schon wleder kelne genllgend efnfache

elementarguonetyi sche Begrindung.

2, Schiffahntsprobleme (1. Tell)

Sowelt sich cuklidlsche Parallelitit ausdriickt in der
Satzgruppe "Winkel an geschnlttenen PFarallelen und Win-
der KistenschifFahrt - kleine Distanzen - auswdhlen, um
die in den konstruktiven L¥sungen enthaltenen geome-=
trischen Tatsachen entdecken und formulierenit)zu lassen.

kelsummen®, kann man ¢eeignete Pell- und Kursaufgaben

2.1 Edine Ontsbestimnung zum Elnstieg

Von einem Schiff 3 aus werden

die Leuchttlirme roter (r) und r
gelber (g) Sand in den Rich- — - N
tungen NZS,BGW‘bzw! NSﬁ,2QG
gesehen. Zeichne die Pogition
des Schiffes in dic Seekarte
ein (Bi1d28 ).

aid 28
1. Lésung: Halten wir Ausschau nach geeigneten Werkzeugen

zur Lésung! Auf Pergament werden mit dem Winkelmesser von

3D wir neigen dazu, die sprachliche Formulierung von geometrischen
Sachverhalten nach hinrelchend genauer Kenntnis der Details fir
weniger wichtig zu halten, als das gewdhnlich geschieht, und
ziehen das Gedichtnis entlastende grobe, aber filr die Anwendung
ausreichende sprachliche Fassungen vor. Die ganze Satzgruppe
"Winkel an geschnittenen Parallelen" kann im Geddchtnis so ge-
speichert werden: Winkel an Parallelen, die gleich groB ausschauen,
sind gleich groB, Mnemotechnisch’ noch besser ist die Aufbewahrung
der Inhalte im Gedichtnis durch 8llder: X (Scheitelwinkelsatz);
;S(Nébgnwinkelsatz):é? (Wechselwinkelsatz; der auf den Buchstaben
gesetzte Punkt erinmert an die zentralsymmetrie der Figur).

1090



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

87

g aus drel Btrahlen gezedchret, A B
die die gegebenen Winkel ein=
sehliefon (Bild 29). pas Per-

gament wird so auf die Seckarte ‘ 5553//

gelegt, daf r auf A, g auf C =zu /

liegen kommt und B gopau nach q&iiﬂﬁs,wéif
Norden zelgt. 5»<!;;dzﬁ

2, Ldsung: Ohne Pordamant lokalisieren wir soglelch eine
Schwierigkeit auf dem Wege der Problemléisung. Die gege-
benen Winkel milssen im unbehannten Punkt s der Seekarte
angetragen werden, Das geht gewiB nicht. Aber vielleicht
kann man sie in den behannten Punkten r bzw. ¢ geelgnet
antragen? Niltzt die Frage, in welchen Richtungen s von

r bzw. g aus gesehen wird?

Die alsbald vermutete Betrags— g
gleichheit der Richtungswinkel
in g und s liefert die Idee zu
elner einfachen Lisung der

Aufgabe mit dem Winkelmesser X

als Werkzeuq.

&ild 30

Fiir den Fall "roter Sand" freilich lst noch ein Tellpro-
blem zu 18sen: Parallele zu einer Nordsildlinie durch r.

Mit dem Winkelmesser als Werkzeug gerdt man so an den
Sachverhalt, den der Kehrsatz des Wechselwinkelsatzes
ausdrickt ,und nutzt diesen zur Konstruktion.

Unsere 2. L&sung hat Wechselwinkelsatz und Kehrsatz moti-

viert!)., Sie werden formuliert, um wieder vergessen zu

1) 4) Der "komploxe Einstieg’ ist aus psychologischen Grinden gewdhlt
(Reiz als Motiv; Enkwicklung der Fihigkeit, komplexe Sachverhalte
z2u analysieren). Tehrbuchschreiber befolgen aus Bequemliichkeit viel
lieber das Prinzip der Isclierung der Schwierigkeiten und fertigen
dementsprachend langwellige Sequenzen.

b) Der Wechselwinkelsatz kann selbst bel logisch-systematischer

|
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werden (s. Anmerkung Uber gsprachliche Formulilerungent) .

7.2 hndert sich der Kurs eines auf clner Geraden fahren-
don Klstenachiffs? Dic Kurswinkel sind stufenwinkel!
Mehr noch - die Gltterlinien der Seckarte helfen, Jden
gachverhalt des Winkelsummensatzes ins DBlickfel
rilcken und auch schon seine Beyrinduny zu verratoen.
Man lasse dazu zwel Schiffe unter verschicedenen Kurs-
winkeln No? o und NB” g fahren. Wie kann der Schnltt=-

winkel y9der Fahrspuren beiechnef woerden?

— S S — ,—f",_.._,?f P S
~
.

1 | Bild 31

(Die Seekarte enthiilt schon Jdie parallele Hilfsgerade,
die der Lehrer sonst vom Himmal fallen 1d8t).

Anmerkung: Eine hidbsche Anwendvng des Winkelsummensatzes haben
wir schon ausgeidhrt {(archimedis h= Winkeldreiteilung), eine

weltere nennen wir: archimedische Parkette (=.8.115FL),

2.1 Bislang sind die Eintrogungen in die Seekarte allein
aufgrund von Winkelmessungen erfolgt. Das dafiir am besten
goeignete Werkzeug ist der Winkelmesser. Der Problem~
kreis fsollte nicht abgeschlossen werden, ohne daf auch
noch einige konkrete Probleme geldst werden, die Ent=

ferungsmessungen bendtigen und im Zusammenhang mit der

Fortsetzung der FuBnote von 5. #Y

orientierung als grundlegender Satz {Axiom) ohne Begrindung hinge-
nommen werden (Rquivalenz mit dem Gblichen Playfairschen Parallelen=
axlom; Unabhdngigkeit von den Axiomen der absoluten Geometria). Der
Kehrsatz hingegen ist ein Satz der absoluten Geometrie, d.h. ohne ein
parallelenaxiom beweisbar. In der fchule wird man solche Grundlagen-
problemne’ ausklammern missen. FQr den unwahrscheinlichen Fall, daB ein
Bewrisbediirfrnis besteht, weil man etwa lber gewisse Halbdrehungen be-
treffende Kenntnisse verfiigkt, kann der Zusammenhang leicht herges ]
werden, Aenn die Zentralsymmetrie der 2Z-Form in Bild JOist auffdllig.

102




parallelitit Eigenschaften veon Parallelogrammen entdechen
und zur L&sung nutzen lassen. Wir fihren hier nur ecin
Beispiel aus und verwelsen im dbrigen aut den Problem-
krois "Schiffahrtsprobleme (2, Teil)".

Ein Schiff [Fdhrt 6,5 %? mit Kurs N55°0, Anfangs wird der

Leuchtturm roter Sand in Richtuneg NjinQi pach elner otunde
. N =) . - . .
in Richtung N12 W geschen. Zeichne die Fahrspur des Schiffes

in di¢ Scckarte cin.

1. L#ésung: Hhnlich wie 1in der 1. Pcilaufgabe mit Pergament

durch "Einpasszen". Die
Zeichnung auf dem Perga-

ment zeigt Bild 32.

L) Bid 32

Parallelseiten) s. Bild 33.

Bild 33

(Alten Gewohnhelten folgend, wird dem Leser wahrscheinl ich zuerst

eine 3. Losung einfallen: Konstruktlon eines zum Dreieck rss' kongru-
enten  Hilfsdreiecks aus 2 Winkeln und der eingeschlossenen Seite;
dann Liangeniibertragung, Konstruktionen dieser Art werden im nichsten

Problemkreis hehandelt.)

2.3 In einer weiteren Peilaufgabe geht es darum, den
schiffsort in die Seekarte einzutragen fiir den Fall,
dap zwei bekannte pPunkte (r und g) angepeilt werden
ké&nnen, aber die Nordslidlinie nicht feststellbar ist
(KompaB kaputt, keine Himmelskdrper sichtbar). Natiirlich
hat man einen Geschwindigkeitsmesser an Bord, f#hrt eine

gemessene Zeit mit konstanter Geschwindigkeit mit Kurs
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anf r, mifdt bzw. borechnet die in Bild 33a gekennzeich-

neten Gréflen.

1. Lilsung: mit Pergament als
Werkzeug. Die Schiffsorte s

bzw. 8' sind schnell 2u finden.

2. Lisung: mit Zirkel und cinen

"Linpaflineal", auf dem dic

Strecke [ss'] vermerkt ist Wid 334
(s. Bild 33b). Weitergehende
Kenntnisse aus der Geometrie
sind hier erfovderlich (aus
der Satzgruppe der Krelswinkel-

sitze) .

3. Lésung: mit Zirkel und
Lineal. Der Leser findet eine

Lésung nach dem Ublichen Re-

zept: erst ein passendes Teil-
dreoieck {ingendwo auf der Seskarte fid 330
zu konstruleren. Zum Schluf muB die Figur aber an den

rlchtigen Platz in der Seckarte gebracht werden.

Ein Vergleich der 3 L&sungen ist instruktiv. Inshesondere
zeigt sich, daB man die Aufgabe nahezu ohne Kenntnisse
aus der Geometrie l&sen kann, falls Pergament zur L&sung

verwendet wird.

2. landmefprobfeme und Kongruenzsdtze

Vor dem Problemkreis "Schiffahrtsprobleme (2. Teil)"
sollte ein Stlick "heronischer Mefkunst" behandelt werden,
weil die vornehmlich Dreieckskongruenzen nutzenden Ver=
fahren dort und im weiteren oft mit Vorteil Verwendung

finden, auch weil die Kongruecnzsdtze eine hdufig bequeme

1U4



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

Y1

und dunchsichtige Bowelsprozedur erméglichen.

Wir beginnen mit Problemen der Mossung unzugiing licher
Strecken und Winkel (Hindernisaufgaben). Unsere Ldsungen
zoigon die beseondere Rolle kongruenter und bel mafstdh-
licher Zeiechnuny dhniicher#)Droticcke. Zur Lisuny Jewissoer
Foldneaprobleme mnfd ein neues Verfahren zur Hersboel Lung
kongruenter Drelocke erfunden werden. Fin zu cinem Droi-
pek kongruentes wird jetzt aus drel goeclgneton Skllckon
(Streckon; Winkel) ditekt zusammongebaut ohne explizite
Angabe einer K-Abbildung. Herauspripariert wird cin
Stilck Theoric mit den Kongruenzaituzcn filr Dreiccke als

rEern,

1.1 Schorpnstednhihe

Lésung im Gelidnde:

Drehung des vertikalen Drei-

ecks um ab in die Horizon-

talebene. (Der Schornstein

|be} wird umgelegt gedacht).
Der Winkel cab und der
rechte Winkel sind zu
{ibertragen. Die "Stand-
strecke”" lab] bleibt.

Aited 34

[bei#] kann nun leicht mit
dem Mepfband vermessen werden, Wegen libe¥] = 1l(ba| hat man

die gesuchte Schornsteinhdhe gefunden,

) Dpie dabel verwendeten Rhnlichkeitsabbildungan missen an dieser
Ztelle nicht analysiert werden. Die Schiller sind daran ge-
wohnt, Zeichnungen ven der Tafel mit verdnderten Maflztah ins
Heft zu dbertragen.
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1.2 Flupbredte {mit den Hathrempe veamessen)

Am Ufer stchend zieht man den Hut soweit ins Gesichi,
his sein Krempenrand mit dem gegenllber liegendon Uler
zur Deckung kommt . Danach macht man cine Schwonkung um
907, werkt sich die Stelle am Ufer, dir der Krempenrand
jot2t anzelgt,und schreltet die FEntfernung z=u dieser

Stelie ab, Soviel Schritte ist auch der Fluf breit.

3.0 Tedieh abls Hdmdennis

Wie luany igt [hel?
Lésung: a) durch Spicgelung an der Achse ab (= Drehung im
Raum um 180° um dic Drehachse ab): Libel = 1 [bc]

L) Jdurch Halbdrehung (in der Ebence) um a: Llbe| = 1] hingii]

C

c* N Bid 35
Natiirlich gibt os weitere sehr einfache Lisungen. Mit dem
Winkelspiegel lassen sich lelcht
rechte Winkel im Gelidnde abstocken.
Die nebenstehende Rechteckslésung
liegt nahe: 1llbecl= llad] (Ver-

schiebung)

a Bild 36

3.4 Dic Beispiele 3.1 werden zweckmdfiyg durch Messungen
im Gelsnde erledigt. Dabei hat man unzugingliche Strecken

durch explizit angegebene K-Abbildungen in flr Messungen
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bequeme Lagen gebracht. Dio K=Abbildungon werden jedoch
nicht nach ihrer Definition durchgeflUhrt weogen der Hinder-
nisse., Stattdessen nutzt man oin neues Herstellungsver-
fahren flr kongruente Drelecke (Zusammenbdu aus geelgneten

draf Stlcken an gewlinochber Stelle; wogen des WinKelsgsummen-

gatzes fUr Dreiegke gibt es nar vier MEgilichkeiten:

aww; owhp #58w) .

Noch deutlicher zeigen die folgonden Bedgplele dice FPest-
legung von Ahnlichknitsabbildungen durch Rredecke. Wir
provozieren jotzt (maBstibliches) Zeichnen im Helt. Dann
wird meist keine reechte Méglichkeit gesehen, die Abbil-
dung des Raumes auf die recht willkirlich gewdhlte Zei-
chenebene eoxplizlit anzugeben. Man verspirt auch kein Be-
dilefnis, dlesbezilgliche Uberlegungen anzusitellon, weil
die Festlegung .. r Bhnlichkelitsabbildung durch ein Drei-
eck geschehen kann, das in der Zelchensbens zusammenge=—
baut wird. An die Kongruenzsidtze flr Dreigcke gerdt man
so zwangslBufig durch Lésen gewisser Feldmassprobleme.
Deutlich erkannt wird auch Lhr Charakter als fwichtige)
Fxistenzsitze. Sle sagen ndmlich aus: Hat man zu elnem
Dreieck ein anderes aus drel entsprechend glelchgrofien
Stilcken zusammengebaut, dann exdsficnt mindestens eine K-
Abbildung, die das eine Dreieck aul das andere abbilldet,
Fir den Fall nichtgleichschenkliger Dyolaecke folgt noch,
die vermittelnde K-Abbildung ist durch di¢ Dreiecke so-

gar edndeutiy festgelegt.

3.5 Hansensche Auggab-

wie kann man beispielsweise
die Entfernung zwelier Kirch-
tlirme k1, kz bestimmen,
ohne die Strafie 5 zu ver=
lassen?

(Vermessen werden die Stand-
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gerecke auf § und die marklierton Winkal)

3.6 Tiefenmessung (mit Hindeanissen)

Wic ticelf liegt diec Spitane

d der Inscl unter dem

Festland? b
Zaichne mit dern MAaftong

s
i = 28

po= BSQ
y = 110°

llab) = 100 m

3.7 Raumdiagonale ednes Quaders

:’” . _
1{ebl = 1lbec¥| *\
- 3
N\
- 5
%
%
Y
= 7“‘——#_##5“‘? h
RV A
M-
Bitd 39

(eventuell ohne MafstabsHnderung)

3.8 Weltere Vermessungsaufgaben (vor allem Peilaufgaben)
findet man in den Lehrbiichern unter der Kapiteliberschrift
“Prigonometrie”. Land- und Seekarten sol lten genutzt wWer-
den. Eln Ausflug in die Geometrie auf der Kugeloberfldche
bringt viel Einsicht in die hesonderen Verhdltnisse der
euklidischen Ebene durch vergleichende Betrachtung (LEngen-—
messung, Richtungsangaben, permanente Rursinderung bei
Flilgen auf kiirzestem Weg, heus Kongruenzsdtze, Khnlich-

keit = Kongruenz.
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__ 3,9 Auch Ausflilge in die Geschichte der Mathematik haben
ihre Reize. Wir wihlen als Belspiel den um 530 w.d. Zeit-
rechnung unter Polykrates durchgefthrten Tunmlbuw g Seernd .

Der Tunnel ist von belden Enden

¢ un@ b her voranzutreiben. In ., _________\

welchen Richtungen von ¢ und b '
aus?e)

Die Zeichnung zeigt die histo-
rische "Ingenieurldsung'. Dex
Berg wird won einem rechtwink-
ligen Streckehzug von b nach c
umfaBt. Aus diegem Strecken-
zug werden die Kathetenlirgen
des Drelecks abe ermittelt.
Magstibliche Zeichnung lie-
fert die Lésung der Aufgabwo.

e R NN B N e e el
.

Bird "ﬁ@

4, Schigfahrtspmobleme (2. Tell)

Bootsfahrt auf einem Strom, Spaziergang auf einem Schifd
etc. - das sind die originHren physikal ischen Probleme,
dexen ILdsung in den einfachsten Fillen (konstante Ge=
schwindigkeit nach Betrag und Richtung) Parallelogramm-
gitter und Schiebungen des Gitters ausniltzen umd dle
grundlegenden Rhnlichkeitsphincmens ins Blickfeld rloken.
Wir bringen einige Aufgaben nit ihren Ldsungen, in denen
das physikalische Unabhingigkeits— urd Relativitiesprin-
zip flilr Bewegungen Verwendung f£lndet.

4.1 Elme Falnendahrt

Wie steuert man eine Fdhre zur Anlegestelle am gegenilber-

%) gurdchst wird man alle Punkte ¢, b, U, v, W, Xe ¥ 2 8UE glelchut
ke annehmen. Die dreidimensiona Lo Verallgeneinerung liege suf
der Hand.

O
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liegenden FluBufer?

pas ist eine ganz offene Problemstellung, Die Schiller
milssen Schwierigkeiten sehen, das Problem durch “ver-
niinftige" Bedingungen allmdhlich eingrenzen, bevor Uber—
haupt eine hinrelchend einfache LUsung erwartet warden
kann. Diese Arbeltsphase sollte der Lehrer den Schillern
nicht vorenthalten,

Hier hat maan viele Schwierigkeiten: den ortsabhingigen
Abtrieh, die miégliche Variation der Fihrengeachwindig-
keit nach Betrag und Richtung, das tatsichliche Mandv-
rieren in der Ndhe der Anlagestelle cte.

Schlienlich hat man sich eine Aufgabe nit einiger Ausa-
gicht auf L&sung zu:echtgemacht,

Flubbreite b = 500 m
Abtrieb v, = 100 T (Uberall auf dem Flug)
Fahrt in vorgegehener Richtung (Kurswinkela ) mit konstanter

3 Rde TW I { = 3 E Q
Eigengeschwindigkelt vp= 250 nin

{wenn auch die Fihre =o tatsichlich nicht fdhrtl*)

Wo erreicht dle FHhre das gegenllberliegende Ufer?

Zur L#sung muf die kontinuierliche Bewsgung zerhackt wer-
den. Nur "#quidistante" Zeitpunkte werden herausgegriffen.
Der Fihrenweg auf dem Fluf reaultiert aus zwel nachein-
ander ausgefllhrton Bewegungen: Fahrt bei ruhendem Wasser)
danach Korrektur: Abtrieb beil ruhendem Schiff.

pie Rongruenz der Dreiccke ist Grund dafllr, dag die re-
gultierende Bahn geradlinig ist (Verfeilnerungen des Gittexs

%) vpemsere" (praxisndhero) Aufgaben worden spater in einem der Ana~
lysls zugeordneton Problemkreis pricisiort und geldaot werden misaon,
Preilich, Nshorungslosungen = z. B, fir den Fall ortsabhinglgen Ab-
triebs = gind auch schon an dicaer Stelle leleht mu finden mit der
oben explizierten Mothode.

Li0
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beachten!) )

Deshalbk braucht man nur das
Dreieck ars (oder das Pa-
rallelogramm arst) zu
zelchnen und findet damit die a
Fahrspur der Fdhre. St
Bild 41 L
Nunmehr sind Parallelogrammkonstruktionen auch fir va-

riationen der Aufgabe leicht zu finden; z. B. gegehen
a, b,vp , a;gesucht v, }

4.2 Edinfangen in hitrzes®en Zedlt

Ein Motorboot M soll ein im Flufi treibendes Ruderboot R
abfangen.
Wir grenzen hier sogleich ein.

M soll auf gerader Bahn mit Vellgas fahren (200 mfn)‘
m

Der Abtrieb betrdgt 80  =.. o
]
Weltere Daten bringt das Bild e )
500 m
(a. Ort ven M vor Abfahzrt :
b Ort ven R bei Abfahrt von M) :ﬁ\ 7
“ioom
dild &#2

gur L#sung: Ohne Strtmung fihre
M geradewegs von a nach b. Diese
pahn ist wegen des Abtriebs zu ~
korrigieren (8. Bild 43). k

(Kollision der beliden Boote in t).

B ) Bilo 43 s

#2 naore Fahrenfahrt hat una damit auf eine Idae gebracht, die
bekannten Bewelgen von Bhnlichkeltssdtzen fir Drelecke Im
kommensurablen Fall zugrundeliegt. Im tbrigen erinnern wir una

an den Satz von der Teappe in Problemkreis "extremale Rechtecke".

1i1
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Fragen hinterher - die Schller sollten sie stellen!

a) M will mit Schneckentempo fahren. Kann dann R einge-

fangen werden?

b) Offenbar hdtte M R auf kiirzerem Weg einfangen kdnmnen,
wenn es nach u gefahren wire und dort gewartet hdtte
(Einfangen in £ingerer Zeit; Bild 44). Wie muf die
Eigengeschwindigkeit von M ge-

wihlt werden, um R in kirzester

Zeit auf kilirzestem Weg einzu-

fangen? 5
Die LYsung benutzt wieder die
Zusammensetzung zweier Bewe-

gungen (Pa;aliel@grammreqel -

Bild 44)

2) Man schreibt M die Fahrspur

vor, nicht aber den Betrag der ~
~ d

Fragen ergeben sich? Bild 44 \J

Y

Eigengeschwindigkeit. Welche

Wir merken wenigstens noch an, daf die Veridnderung der

Ausgangsdaten zu Fragen der Existenz von Lésungen £lhrt.

4,3 Schiffe auf KollisLonskurs

Wir wechseln die Szenerie, begeben uns aufd offene Meer
und beginnen mit einer bhesonders einfachen Aufgabe.

a) In Bild 45 sind die Fahrspuren
zveier Schiffe, ihre Anfangsposi-
tionen a1l;?2 und die Geschwindig=
keitv1 = a1b1 des 1. Schiffes einge-
tragen. Gesucht ist | v,| so, daB

Bild 45
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die beiden Schiffe in 2 zusammenstofen. L&sung: Nach
vorheriger (hilfreicher) Eingabelungsl&sung (s. 5. 72)
wird eine "exakte" Lisung desehen.
(Bild 46 ).

Wiederum ist ein Bhnlichkeits-
sachverhalt (Strahlensatz)

erfaft und zugleich die Idee

zu einer miglichen Begriindung

mit Hilfe kongruenter Drei-

ecke (im kommensurablen Fall).

b) Wir variieren die Aufgabe (5. Bilc
Gegeben sind jetzt die Anfangs-
pesitionen und die Geschwindig-
keit v, und |'v2], Gesucht ist
der Kollisonskurs des 2. Schiffes,

das auf elner Geraden fahren soll. Bild 47

Eine einfache Parallelogrammkonstruktion l8st die ge-
gebene Aufgabe. Wir diirfen das dem Leser iiberlassen

nach Hirnweis auf 4.2 und 4.4.

viel schwieriger ist die elementargcometrische L&sung des folgenden
Problems, das wir dem Leser zu Lédsungsversuchen offerieren:

Ein Schiff 5 fihrt mit dem Betrag nach konstanter Geschwindig-
keil v auf einem Kreis um ein nicht in seinem Mittelpunkt ruhen-
des SchiFt 85+ 5, will 5y torpedieren. Der Betrag der Torpedoge=
schwindigkeit |V TI ist bekannt. In welche Richtung muB geschossen

warden?
4,4 Edine Extremalaufgabe
Zwei Schiffe fahren mit den

konstanten Geschwindigkeiten
Y bzw. V.. Bekannt sind

1 2

auch ihxe Anfangsposition = - D S
auch %h;g Anfangspositionen e E A a,
(s. Bild 48) Bild 48

113
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Wann haben die Schiffe kleinsten Abstand voneinander?

Eine elegante L&sung nitzt die Relativit#t der Bewegung

entscheidend aus.

pDas Problem wird zundchst Spezialisiart“)=51 ruht, nur
32 fahrt. Die Lisung ist in diesem Fall trivial. Im

Punkte b (Lotkonstruktion)
ist die Distanz dex beiden
Schiffe minimal (Bild 49).

Allgemeine L&sung:

N\

Dle von der Zeit abhingige 3 —1
Bild 49 ot

[ 8 o

bistanz der beiden Hndert
sich nicht, wenn die ganze Ebene einer Translation unter=
worfen wird. Diese Translation wird so eingerichtet, dag

&, seinan Ort a, nicht verindert., Die resultierende Bahn

1
flir S, ergibt sich dann aus dem Geschwindigkeitsparallelo-

2
gramm (Bild 50). Die Lot-

zialfall wird jetzt anwend-
bar und liefert den Punkt
b. Dann wird das im Bild
gschraffierte Paral lelogramm
gezeichnet. In seinen Eck-=
punkten ¢ und @ haben die -
beiden Schiffe minimale sfg
Distanz. Das lst der Fall Bild 50

nach }(?32¥ Zeiteinheiten.
v
v,

%) peim Problemlészen hiufig anzuwendende Methode: erst L&sung einiger
Spezialfdlle, dann Versuch,die speziellen Lésungsverfahren
auszunutzen zu einer allgemeinen Lbsung.

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

101

5, Billardprobleme und extremale Wege
Enzeugung der Kongruenzabb-ldungen durch Verketten von Splegelungen

5.1 Ein MaBproblem

Das folgende Einstiegsproblem ist zwar wenig praktisech,
aber iiberaus reizvoll. Die Arbeit an ihm kommt den spi-
teren Treffproblemen beim Billardspiel sehr zugute. Lhre
L&sungen -brauchen dann nicht mehr vom Himmel zu fallen.

1zl

B114 51 zeigt einen rechteckigen
Billardtisch mit den MaBen

5 und 7 Lingeneinheiten. Ia

den Ecken II, III und IV be-
finden sich Licher. Die aus

der Ecke I eingeschogsene

Kugel verldft den Tisch nach .

9 Reflexionen an den Banden ailcl 51

in der Ecke II. 7 N )
T Ll

Aufgabe: Zeichne die Bahn der
Kugel auf einem Tisch mit m
und n Lingeneinheiten und der
EinschuBhthe h Lingeneinheiten

(m, n, heM; n<m; hzn), 'h

verschwindet die Kugdel wieder

in einem Loch? Anzahl der , *

Reflexionen an den Banden? —— fﬁildsg
™m

pie Aufgabe wird mit bestimmten natiirlichen Zahlen in

Gruppenarbeit geldst. Die einzelnen Gruppen erhalten Ar-
beitskarten mit Arbeitsanweisungen.i).

papnach werden dle Ergebnisse der Gruppen gesammelt. In

%) wir zeichnen auf karlertes Papler, ersparen uns Winkelmessungen
und machen damit auch einen ersten Schritt auf die Lézung 2u.

1i5
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allen Fillen wird beobachtet:
a) die Bahn der Kugel erzeugt stets ein Rautenmuster

auf dem Tisch (am Rande Halbrauten), =

b) die Kugel verschwindet stets in einer von der Ecke I

verschiedenen Ecke.

(Waxrum nie in Ecke I?)

'

Ferner erhalten wir eine Zuordnungstafel fiir drei Funk=

tionen L, B, A der drei Variablen m, n, h.

Tischlainge | Tischbreite | EinschuBhéhe)Anzahl der Anzahl der }JAustritts-
n Einheiten| m Einheiten | h Einheiten |Reflexionen|Reflexionen ecke
an Laings- |an Breit= [A(n,m,h)
seiten seiten
- - B L{n,m,h) B(n,m,h)
5 3 2 4 1 Iz
12 9 5 11 4 ‘ v
12 g 8 2 1 ‘- I1

(Der Leser mag sich selbst eine gentigend umfangreiche zu

Vermutungen provozierende Tafel herstellenl)

Vermutungen aufgrund der tabelllerten Ergebnisse:
¢) Keine der drei Funktionen hdngc von der Tischbreite ab.

Filr teilerfremde Zahlen n und h gilt:

d) L(n,h)

B{n,h)
e) L{n,h)
f) A wird

]

n=1
h=-1

]

und B{n,h) sind nie zugleich ungerade Zahlen.
durch die Wertetafel beschrieben

: B(n,h)
L(n,h) | gerade _ ungerade

gerade I1I
ungerade v

II

g) Allgemein gilt auch filr nichtnotwendig tellerfremde

zahlen n und h:

L(ﬂih)

S ¢ W
ggT (n, h)

1; Bin/h)

h

= ggT(n,h)

anmerkungen zum Nachwels der Vermutungen:

Fh

10
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zu a) Eine abbildungsgeometrische Argumentation verwen-
det folgende Sidtze: Die Verkettung z&eief Spiegelungen

an parallelen (senkrechten) Geraden erzeugt eine Verschie=
bung (Halbdrehung). Verschiebungen und Halbdrehungen
{iberfilhren Geraden in parallele Bildgeraden. Die ent-
SHitze {iber Winkel an geschnittenen Parallelen.

zi b) In der Ecke I kénnte der Ball nur verschwinden, wenn
er nach irgendeiner Reflexion seine Bahn rlickwidrts durch-
liefe. (Warum £ritt das aber nie ein?)

zu c) Man {iberlege sich die Wirkung einer Dehnung des
Tisches in Richtung der Breitseitel

zu d) bils g) Bild 53zeigt (in jedem Falle): ein Mafiver=-
gleich zwlschen der EinschuBh&he und der Tischldnge ist
Schlissel zum Verstdndnis. Gesucht ist das kgVin,h). Da-
mit ist nebenbei noch ein \
origineller Algorithmus zur Be-

=i

o]
y's BU
=

stimmung des kgV zweier Zahlen gefunden:

12
-9

3
+ 12

15 aus der Rechnung folgt:
-9 4.9 = 3-12 = kgv(9,12)

6 {Der bei der Rechnung auf-
+ 12  tretende kleinste von Null

18 vergchiedene Rest ist der —
- 9 ggT der beiden Zahlen; hier !i
- 9 ggT(9,12) = 3)

D‘

Wir sehen jetzt unmittelbar: Bild 53
(1) (L(n,h)+1) + h = kgV(n,h) I
Aber - die Auswertung der Wertetafel brachte die Vermutung:

- . . 77“7 -
(2) Linh) m 1 , ,
So geraten wir an den hibschen{und wichtigen) zahlentheore-

O
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tischen Satz:
{3) kgv{n,h) - ggT(n,h) = n-h (flir alle n, h & N)

Stimmt dieser Satz, dann ist unsere Vermutung beziiglich
der Punktion L abgesichert. Aber welche Griinde kénnen
wir flir das Gelten dieses zahlentheoretischen Satzes

vorbringen?

Anmer kung :
a) Der kundige Leser wird wissen, daB er damit dem Teufel den
kleinen Finger reicht - oder er wird sich mit einer "Billardbe-
griindung" begniigen. Weil bei vorgegebener Tischlénge und EinschuB-
héhe die Anzahl der Reflexionen an den Banden nicht von der Liéngen-
einheit abhingt, mit der die Tischlinge und EinschuBhdhe ganzzahlig
anzugeben sind, gilt:

{4) L(Z'n, 2:-h) = L{n,h) fdr alle Z; n, he N
per 1.ser dberlege selbst, wie diese offensichtliche Invarianzeigen-

schaft von L zur Begriindung von (3) verwendet werden kann!

b} Die Billardaufgabe ist vorziiglich zum Einstieg in einen den Maf-
vergleichen gewidmeten Problemkreis verwendbar. Ein MaBprobleme be-
treffender Aufsatz des Verfassers erscheint demndchst in dem MU-

Heft: Problemorientierter Unterricht I (Klett-Verlag)

- 5.2 StoBprobleme lauf rechteckigen Tischen)

DPie Kugel im Punkte p soll die Kugel in q nach Reflexion
an gewissen vorgeschriebenen

panden (zentral) treffen, ) 7
Die LBsung des einfachsten ad ?nqSA

. ) \ ,
Stofproblema hat schen 5.1 \{ /
vorbereitet . ’ r’

K4
N ] 7
Der Zielpunkt ist qu (derx ” A
Bildpunkt von g bei Spiege- gﬁf
lung an der Geraden A). e
Bild 5%
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Die stoBende Kugel soll erst an der Bande A, danh an
der parallelen Bande B reflektiert werden und danach
treffen. Die-Lisung ist aus der folgenden Zeichnung

zu entnehmen.

(LN

i ird 55

SgS, bezeichnet die Verkettung (das Nacheinanderausfiihren)
der Spiegelungen S_, und danach SA‘ Zielpunkt ist jetzt

B
qSESA- ‘i)

o

variation der Lage der zu stofenden Kugel (q) 1#0t die
Schiller vermuten: Der Zielpunkt kann erheblich einfacher
gefunden werden. Von g aus ist ein Pfeil zu zejohnens
senkrecht zu A, doppelt so lang wie die Tischhreite mit
Richtung auf A hin. Die Spitze des Pfeils weist auf den
zielpunkt. Das sind aber die eine Verschiebung kenn-

zeichnenden Eigenschaften.

Auch im Falle, daB die Kugel in p nacheinander an zwei

benachbarten Banden reflektiert werden soll, bewor sle

auf die Kugel in q trifft, 1Bt sich der Zielpunkt schnel-
SN

ler finden.

Es gilt n&mlich: qSESA = qu
(Zielpunkt ist der Bildpunkt
von g nach Halbdrehung um die
Ecke e; H bezeichnet die Halb=

drehung)

P ) Biid 56

#) wer lieber mit der Verkettung §,5, arbeiten méchte, weil zuerst an

der Bande A reflektiert werden soll, kann die "Umkehvharkeit des
Lichtweges" ausnutzen.

1i9
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(Beim Billardspiel auf einem Dreieckstisch gerdt man so
an die Verkettung zweier Spiegelungen an zwei sich schnei-
denden Achsen zu einer Drehung um den Schnittpunkt der

Achsen.)

Gleitspiegelungert)ergebensich auf natlirliche Weise, wenn
Reflexionen an zwei parallelen Banden und danach an einer
dazu senkrechten Bande vorgeschrieben werden.

5.3 Treff{bereiche

Verkettete Spiegelungen wenden wir an zur Ermittlung der
Treffbereiche bei Reflexion an vorgeschriebenen Banden
und fester Lage der stoBenden Kugel

Beispiel: Die Kugel in p seoll nacheinander an A, B und C
reflektiert werden und danach die zwelte Kugel treffen.

In der folgenden Zeichnung ist der Treffbereich schraffiert
gézeichnet, In ihm mufi sich die zu treffende Kugel auf-
halten.

£ €5, S,

e Bild 57
5,4 Anmerkung zun Theorie der K-Abbifdungen .

Die reizvolleren Aufgaben aus dem Problemkreis Billard fehlen noch.
wir kénnen aber hier einen Einschnitt machen und ein erstes Stiick

"fheorie der K=Abbildungen" aus unseren Billard- und Feldnefiprobl emen

%) pie Verkettung einer Schiebung mit einer Spiegelung an einer zum
Schiebungspfeil parallelen Achse ist per Definition eine Gleit~

splegelung-
120
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und ihren Lésungen herausprdparieren. Wir suchen (berblick dber
unsere bisherigen Kenntnisse aus dem Themenkreis "Kongruenz® zu
gewinnen, verallgemeinern, systematisieren, definkeren, lenken

unseren Blick auf Begrindungszusammenhdnge. Binstweilen interes-

sieren uns aber Ausweitungen des Problemkreises "“8illard" mehr.

5.5 Periodische Bahnen lauf nechtechigem Tiseh)

Wir unterscheiden ricklaufende und rundlaufende perio-
dische Bahnen. (In den Ecken des Tisches wird die dort
ankommende Kugel verschluckt.) Riicklawfende Bahnen sind
beim Rechteckstisch Trivialfdlle (s. Aild 358),

Die einfachste rundlaufende kahn ergibt siwh bei Ein-
schuB parallel zu einer Tischdiagonalen (8, Bild 59).

{(Warum?)

o p i
Bild 58
Wir geben eine weitere rundlaufende Bahn (samt Konstruk-

tion) an.

(Symmetrieachse des
Rechtecks)

Bild 60 V.
Wie findet man weitere rundlaufende Bahnen mit p als An-

fangspunkt?
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5.6 Periodische Bahnen (auf michtrechteckigen Tischen)

Wir weisen auf einige MBglichkeiten hin.

5.6.1 Dreleckstische

(Nun werden nicht nur Halbdrehungen und Schiebungen durch
Verketten zweler Spiegelungen erzeugt, sonderm auch an-
dere Drehungen.) Rlicklaufende Bahnen bei gleichschenk=
ligen Dreiecken gehen insbesondere zu den folgenden Fra-
gen AnlaB;:

a) Wie groB muf der Basisvinkel eines gleichschenkligen
Dreiécksiseiﬂ, damit eine serkrechte von der Basis abge-
schossene Kugel nach n-maliger Bandensplegelung senk-
recht auf einen Schenkel trifft?

b) Wie groBf mud der Basisvinkel eines gleichschenkligen
Dreiecks sein, damit eine senkrecht von der Basis abge-

‘sehossene Kugel nach n-maliger Bandenspiegelung parallel
Z2

ur Basis verliuft?

&) In welcher Beziehung milssen Basiswinkel und AbschuB-
winkel stehen, damit nach n-maliger Bandensplegelung an
den Schenkeln, die Kugel zenkrecht auf einen Schenkel
triffe?

8/ld 61

Lésungen:

a® - n=-1 . 0 4°
n 2n=1 ~ 180~ %y
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Bande ein, so entsteht ein rundlaufender Weg. Elne
Scherung (parallele Geraden gehen dabei in parallele
iber) bringt daraus ecinen elgentiimlichen (affinen)
Sachverhalt - den SchfieBungasatz von Thomsen -~ ans Licht:
RBewegt man sich in einem (beliebigen) Dreieck parallel
zu don Dreiecksseliten, so entnoteht ein geschloasener

Weg.

Bild 62
5.6.2 [(Nichtrechfechige) Viereckatische

Die Frage nach Viereckstischen, in denen einfache rund-
laufende Wege existieren, fithrt uns Uberraschend zu den
Vierecken mit Umkreis und damit in das Feld der Kreis=

winkelsitze, )

5.6.3 Kteistischest)
pie rundlaufenden Bahnen liefern die Sternvielecke. Die

%) problemorientierter Unterricht lst immer in der Gefahr auszuufern.
pem muB der Lehrer durch Ausgrenzungen begegnen. Das fillt ihm nicht
schwer, wenn er andersartige Probleme auf Lager hat, die einen
neuen Problemkreis konstituleren. Im schon erwihnten MU-Heft:
problemorientierter Unterricht II (Klett-Verlag) wird auch ein
Rufsatz dber Kreiswinkelsitze erscheinen.

¥%) gehon das elnfachste Treffproblem - nach einmaliger Reflexion -
soll eine Kugel in p die Kugel in g
treffen - ist fir Kreistische nicht
50 leicht zu l&sen, sofern man von
Eingabelungen als L&sung absieht.
\Billardproblem des Arabers Alhazen
um 1000 n.d.Zeltrechnung), Eine nicht-
triviale L&Ssung fir gleichweit vom
Mittelpunkt des Krelstisches ent-
fernte Kugeln zeigt Bild 63

u—y
P
w



regelmifligen Vielecke sind davon
Sonderfille. Das int wiedur oin
Problem des MafBvergleichs. (Ver=
glaeiche 5.1 Inkommensurabili-
tits-, Rektifizierungs- und Zir-
kel-=Lineal-Krelstcilungsfragen
sind spiiter in eigenen Problem-

kreisen zu erledlden.)

sild 64
5,7 Extremale Wege (auf den Spuren Feamats)

Beim Billardspiel hatten wir bislang die Winkelbedingung
fir ¢ie Reflexion an einer Bande im Auge. Jetzt werden
extremale Wege gesucht und der Zusammenhang mit Splege-
lungen hergestellt (Fermat). Das gibt eine schine Problem-
kette.

5.7.1 Wir beginnen mit dem Flugpfatzproblem.

Ein Flugplatz f soll zwischen den
vier Stddten a, b, ¢, d so plaziert
werden, daf dle vier zum Flugplatz
filhrenden StlaBen zusammen mbg-
lichst kurz werden. Im gezeichne-
ten Fall®)ist f offenbar schlecht
gewdhlt. Der Schnittpunkt der
Geraden ac und bd liefert das
klirzeate Strafennetz. Man holt

aus diesem Problem die wichtige
Dreiecksungleichung heraus:

1ixy]l + 1l{yz} = 1l[xz]. Bild 65

5.7.2 Danach stellen wir das Feuerwehrproblem.

——————

%) welche anderen Fille und L&sungen gibt es?

124
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In der Mlhle m brennt es. Die
Feuerwehr muf vom Spritzenhaus
h querfeldein zum Bach B fahren,
dann zur Mihle. Kannst Du

den eingezeichneten Fahrweqg
verkleinern?

Die Idee, daf hier ein "halbes"
Flugplatzproblem vorliegt, lie-
fert £{r einen geraden Bach(flr

einen krummlinigen Bach sind neue

Uberlegungen n¥tig)- sogleich
die bekannte Spiegelungs-
18aung.

Zugjlelch 1ist damit eine Spiege-

lungskonstruktion fir die Ellipsen-

tangente.in einem vorgegebenen
Ellipsenpunkt gegaben.¥)

Die Tangente B durch den Berilhrungspunkt p - sie entspricht
dem Bach in der vorigen Aufgabe - ist die nicht durch die

Strecke [f1le gehende Winkelhalbierende der Geraden f,p

und fzpi Fir alle von p verschiedenen Punkte z auf B gilt:
1(f.z ]+ 1[zf2] » llEpl+ l[plei

z 18t demnach kein Ellipsenpunkt.®¥)

553Die Ellipse ist wie Gblich nach G&rtnerart definiert: Zwei

Pflécke sind in Ei und f2

eingerammt. An ihnen ist ein Faden

der Lénge s (sii[flfz] angebunden; er wird strammgezogen.

der Knickpunkt beachreibt eine Ellipse. (Das l4Bt sich natlir-
lich auch bequem in der Sprache des Billardspiels formulieren).

Bifd 68

%#) Eine analoge Argumentation wird im Falle des Kreises fir die

¥reistangente gefihrt.

P.‘
B
i



5.7.3 Danach wird das Indianerproblem
angepackt.

Der Indianer will Holz und Wasser
holen und auf klirzestem Weg zum
Zelt bringen. (Doppeltes Feucr-
wehrproblem! Warum geht er erst
zum Waldrand, dann zum Seeufer?)

s
] 8ild 69
5.7.4 SchlieBlich prdsentieren wir das berilhmte Fagnano-
Probfem (1775 gestellt): Einem (spitzwinkligen) Dreieck
ein Dreieck kleinsten Umfangs einzubeschreiben,und schil-
dern einen Entwicklungsgang (Unterrichtsverlauf) der
L8sung.

a) Wir fangen mit irgendeinem ein-
beschriebenen Dreieck uvw an. Wir
haben noch die L&sung der Feuer-
wehraufgabe im Kopf. Sie liefert
uns ein Verfahren, ein umfang-
kleineres einbeschriebenes Drei-
eck uvw, zu finden (das umfang-

kleinste unter allen einbeschrie- (=

benen Dreiecken mit den festge-
haltenen Ecken u und v = siche
Bild 70).*

breieeck xyz, das als rundlaufende Dreiecksbahn auf dem
Billardtisch abe aufgefaBft werden kann (Winkelbedingung).
Gibt es Uberhaupt so ein Dreieck xyz; gibt es verschie-
" dene solche Dreiecke? Die Charakterisierung als rundlau-
fende Dreiecksbahn gibt héichstens Anlaf zur Konstruktion
fortgesetzter umfangskleinerer Dreiecke (Kette von Nihe-

rungslésungen). Das befriedigt uns nicht.
Dreiecksbahn éenxpassendaﬁ Dreieckstisch zu zeichnen. Wir
benutzen dabei die Einfallslote und bemerken, daB sie ziem-
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rundlaufenden Weg erfiillt (s. Bild72).

“gezeichnete ikl kleinsten Umfang hat.

lich genau durch die Ecken des Dreleckstisches gehen
{(s. B11d 71).

Wir vermuten: Unser Verkleinerungs=-
verfahren versagt beim Hbhenfufi=
punktsdreieck ind nur bei diesem.
c) Das H8henfuBpunktsdreieck ist
das einzige einbeschriebene Drei-
eck, zu dem das obige Verfahren
kein umfangkleineres herzustellen
gestattet. Also ist das H8henfuf-
punktsdreieck die Lésung des
Fagnano-Problems. (Schade, dasd
die Logik nicht stimmt. Der
Lehrer bietet seinen Schillern
einen analogen SchluB an: Alle
%tammbrﬁche (%i %, % ...) auBer

T lassen sich durch Quadrieren
verkleinern. Also ist % der Bild 71
kleinste Stammbruch)

d) Leider ist nicht leicht einzusehen, daB das HShenfuB-
punktsdreieck die Winkelbedingung erfiillt. (Vor allem
dann nicht, wenn die Kreiswinkelsitze noch nicht behandelt
sind.) Auferdem sind wir durch die Uberlegung in c)
irritiert. Wir sind zwar nicht mehr so ahnungslos wie zu

Anfang, sind aber in eine Sackgasse geraten. Vielleicht
sollten wir das Problem von einer anderen Seite her an-
packen? Kann vielleicht die L&sung des Indianerproblems
einen neuen Zugang erdffnen?

e) Mit z = 1 im Indianerproblem hat man
schon an zwel Ecken des einbeschriebenen

Drelecks die Winkelbedingung fiir einen

Aus 5.7.3 wissen wir, daB unter allen
einbeschriebenen Dreiecken mit dem
festen Eckpunkt i das nebenstehend

Bild 22
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Uberdies hat man den Umfang "ausgestreckt". Die Strecke
[iSCiSA] hat gerade die Linge des Umfangs. Variation
von i auf der Seite [ac] liefert verschieden lange

Strecken [iSCiEA]. Wir suchen die klirzeste unter ihnen.

gleichsinnig mit 1[bi] wichst und erkennen den Grund
dafiir (wegen der Spievelungen sind die Dreiecke iscbiEA
stets gleichschenklig und haben gleiche Winkel

an ihrer Spitze b). Der Rest der L&sung liegt auf der
Hand. Das H8henfuBpunktsdreieck ist tatsdchlich die
(einzige) L&sung des Fagnanoproblems.

6. Archimedische und pythagoriische Fliesenlegerprobleme

Vom Fliesenleger ist die Rede, weil alle hier behandel-
ten Probleme mit Pflasterungen der ganzen Ebene oder
Kuggl£1§che oder gewisser Teile davon mit- kongruenten
reguliren Vielecken zu tun haben. In allen Fillen gibt
die geometrische Problemstellung Anlag, zahlentheore-
tische Methoden zur L&sung zu entwickeln. Die archime-
dischen Parkette filhren auf ganzzahlig zu l8sende Glei-
chungen und Ungleichungen {diophantische) ; pythagori-
ische Mafprobleme (in neuem Gewande ; Din-Papler,
regulires Zehneck) sind Motiv,mittels rekursiver Fol-
gen quadratische Irrationalitédten rational zu approxi-
mieren. Fiir die rekursiv definierten Folgen lassen sich
mit den einfachsten Mitteln der linearen Algebra dann
auch explizite Darstellungen finden.*)

In den Umkreis der pythagordischen Magprobleme gehbren
auch die elementaren enklidischen MaBprobleme "Billard"
und "Bradwardinsche Sternvierecke" (s. Problemkreis 5),
aber auch "Bachets Wige- und Geldwechselprobleme"”,

"Huygens Zahnradprobleme”.

%) golche reizvollen Anwendungen der linearen Algebra - einfache
Lésungsidee, keine verwickelte Rechnung, nichttriviales Er-
gebnis (Binet 1843) = sucht man meist vergeblich.
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" b) jede Vieleckskante gehdrt zwei

6.1 Anrchimedische Parkhette

Die platonischen Parkette der Ebene Ubergehen wir. Sie
sind zu langwellig. Drei~, Vier- und Sechsecksparkettie-
rungen sind méglich (und existent), andere sind unmég-
lich. Interessanter ist schon der Versuch, regelmifiige
ebene Vielecke verschiedener Sorten ldngs ihrer Kanten
(Seiten) passend zu verheften, -wie z. B. in der Bild 73,
Wir beschreiben diese Parkette
und fassen damit den Begriff
"archimedisches Parkett der
Ebene (Kugel)":

a) 2 (oder mehr) Sorten re-
gelmiBiger Vielecke sind zur
liickenlosen, tiberlappungsfreien

Uberdeckung der Ebene verwendet.

Vielecken an.
{Das hat natiirlich Folgen: gah
Affe Kanten sind gleichlang;

8ild 73

auch die von Vielecken aus
verschiedenen Sorten unter=
scheiden sich nicht in der
Linge; Vielecksecken kinnen

nur mit anderen Vielecks-
ecken inzidieren, nicht mit
ipneren Punkten einer Kante,
ete.)

¢) Alle Ecken des Parketts
sind 'gleich' im folgenden
prizisen Sinne: jede Kon-

gruenzabbildung (der Ebene
oder Kugel), die blos die
an einer Ecke hingenden

Kanten auf die an einer ~—
Bild 74

anderen Ecke hingenden wirft,
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ist eine Deckabbildung des ganzen Netzes.*)

pie Schiller machen Legeiibungen mit ausgeschnittenen re-
guldren Vielecken, finden einige archimedische Parkette,
vielleicht alle. Wahrscheinlich gibt es nur wenige Klassen,
wenn man &hnliche archimedische Parkette nicht unter-
schelidet.

Das Problem ist schon formuliert!

In Sseiner L&sung muB man gewif die Winkelgr&Ben der re=
guldren Vielecke benutzen. Das sind Bruchteile des vollen
Winkels, dem wir die Majzahl 1 zuordnen.i#)

Mit dem Winkelsummensatz
hat man suviort (s. Bild75)
fiir den Eckenwinkel eines

reguldren n-Ecks die Map-
zahl:

W = Bild 5

(m

=

1
2
Alle in einer Ecke zusammenstoBenden Vielecke geben einen

vollen Winkel:

B 1 1y . ¢ s C e A I
1 "’Zi (3 = ;}l £, (2), wobei f; die Anzahl der n,-Ecke

angibt, die am gleichen Eck~

punkt im Parkett hidngen.

In unserem Parkett (Bild 74 ) hat man: n, = 3; f1 = 1
n, = 4; ?2 = 2
ny = 6; f3 = 1

%) Im Unterricht kann man mit Evidenz noch lockerer formulieren.
Man hat den Gesprachspartner bei sich und kann fortlaufend korri-
gieren, sobald sich Missverstdndnis zeigt.

#:) yon der willkirlich babylonischen Einteilung {360°) hangt unser
Problem natiirlich nicht ab. Unsere Gleichungen enthalten den
Faktor 360 nicht mehr. :
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Dle dazugehdirige Glelchung lautet:
1

S A RV T A B R S A
1 = (2 3)-1+(2— - 4)-2+(2 6) 1
Das Z%ahlenschema verkiirzen wir gleich zum sogenannten
Schldfli-Symbol: 31
4|2
6|1

zu jedem archimedischen Parkett gehért eine L¥sung der

Gleichung (2)#) : 351 f:i wobei ny und fi natlirliche
n,| £, Zahlen sind und n, 3.
ng fz
T

Well der niEEcEswinkel jedenfalls nicht kleiner ist als
1

der Dreieckswinkel (s. Gleichung (1)) gilt: wiE* g
Weil wir wenigstens 2 verschiedene Sorten von Vielecken
verwenden, hat das zur Folge: '

3 ;’Zifiis (3)

Nun wird klar,daB unsere Aufgabe, die L&sungen der Glei-
chung (2) zu finden, in endlich vielen Schritten erle-
digt werden kann.

Wir unterscheiden 3 Hauptfille nach (3), flhren hier aber
nur den Hauptfall 1 { fi = 3) aus. Das vergéfﬁh;te
L&sungsverfahren ist auch in den beiden anderen Haupt-
fdllen ohne Modifikation verwendbar. ##)

Im Hauptfall 1 ( fi = 3) geht es um die additive Zer-

lequng der Zahl 3. Sie liefert die Unterfdlle, die wir
gleich mit unvollstdndigen Schldflisymbolen notieren:

TREEEN

:2) Die Frage, ob auch umgekehrt zu jeder Losung (im eingeschriankten
- Zahlbereich) eln archimedisches Parkett existiert, interessiert
uns nicht, weil wir alle diese Parkette mit unseren ausgeschnit-

tenen Vielecken realisieren werden.

%) a) Vielleicht ven einem Computer, dem wir ein raffiniertes Programm
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dabei haben wir gesetzt:

ng<n, filr 1< K (4)

a) Im Fallel|

1 wird aus (2):
1
= 1 -
1 1 .1 1 -
5= o 4= (2%
2 ™ Py Py )

wegen (4) folgt daraus

1.3 .

§§h1 H n1§§
Das Verheftungsschema (Bild 76)
- 1»n1=Ecki 1 ﬁ2=E;k und
1 ng—Egk stoBen in jedem Eck-
punkt des Parketts zusammen

- zelgt: n, lst gerade.

Ny-EcK | N2 - Bk

Also ist n, = 4. aild 7?6

pamit wird aus (2)

Wie oben folgt
1 .1

—_

4 n, ¢ D2 ¢ 8

) 2
Unser Verheftungsschema zeigt auch: n, ist gerade.
Also ist n, = 6

aus (27") wird damit schlieBlich:
1 _

1.1
12 n,

‘Forteetzung der FuBnote ven 5.117 ] )
schreiben. Aber wir bemerken alsbald, daB wir cenug Schiler haben,

um jeden einen "Fall" bearbeiten zu lassen. Die Klasse ist schneller

als der Computer. N 7
b) Verniinftige Arbeitsorganisation (Gruppenarbeit) ist notwendige Vor=
aussetzung zur Bewdltigung so umfangreicher Arbeit im Unterricht, wie

sie hier anfillt.
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Also ist n, = 12

1 |ist eine L&sung von (2)
6
12

1

Ergebnis: 4
_ 1

Wenn es also Uberhaupt ein archimedisches Parkett der

Artr

1 geben sollte, so ist es aus 4-, 66— und 12=
L : [eken gebildet.

Wir realisieren diese Lésung im
Bild 77

Bild 77
lechnung analog. Weil

b) Im Fall [’:|1] verliuft die
12

i

aber sowohl n, = 3 wie auch n, 4 méglich sind, spaltet

gich dieser Fall noch auf.

Ergebnis: mdgliche archimedische Parkette der Art[jll ]:k

] [al]

Realisierungen:
A il '

Gild 73

;E +
n
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Das Verheftungsschema (Bild 79)
zelgt: n, ist gerade.

! . ! nq‘iﬁ&
Analoge Rechnung wie oben liefert
ottt

ﬁi“alg‘-—

n, = 4, Damit folgt aus (2 ) /ng=Ec
n, = =, Bild 79

Ergebnis: kein mégliches a. Parkett der Art {ili ]i
2

Wir vermerken noch eine Besonderheit; die im Hauptfall
Jf, = 5 auftritt. Zum Schldflisymbol [3 3]’ gehéren

’ 412
2 nichtdhnliche Realisierungen (s. Bild 80Ound 81)

giid 80 / ,
Damit haben wir schlieBlich: , — Bild 81

pDie Menge der ebenen archimedischen Parkette zerfdllt
in die 7 durch die Schlifli-Symbole beschriebenen Klassen:

ST GO [ BRI G G

Unsere Zeichenversuche haben uns faktisch davon iberzeugt,

daB keine der 7 Klassen leer ist, daB abgesehen von der

Klasse [? %] die Klasseneinteilung mit der durch die Ehn-
412

lichkeitsrelation erzeugten ibereinstimmt.

134

O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:



121

Anmerkung: Dle Rechnung fir die Kugel ist nicht viel anders. Der
positive Exzess der Kugeldreiecke bewirkt, daB aus den Glelchun-

gen (2) Ungleichungen werden:

5 4
1> JE (5 =-5)
L L]

Die Ungleichungen haben mehr Lésungen als die Gleichungen, aus

denen sie entstehen.

Ergebnis: Die Menge der archimedischen Kugelparkette (auf einer
festen Kugel) zerfillt in die durch die Schlafli-Symbole beschrie-

pbenen Klassen:

4|1 3|1 n, |1 ai2 3[1
b np |2 6|2 m! g 2
"3 - K hee g L k =g

3 ‘2

(s. Bild 82)

[F3]2 [él1] 3|3 3|4
\:2 2 Laiady ! o LK
L = E B

n, = 4,5 n, * 3 n, = 4,5

Alle aufgefihrten Moglichkei-
ten lassen sich realisisren

= besser nicht durch Zeichnen
auf der Kugel! Mit Karton und

Schere erfdhrt man die beson-

deren Reize dieser hochgradig ~.
7 Bild 62

symmetrischen Formen. Dabei

zeigt siech, daB die durch die Kongruenzrelation erzeugte Klassenein-

ilung der éfahimédlﬁchen Parketta einer festen Kugel bei Aus-

:L [ |: j mit der durch die

nahme der Klassen
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Schlifli-Symbole beschriebenen Klasseneintelilung identiseh Lst.!?)

6.2 VIN-Foumat - ein pythagordisches MaBprobtem

Jedes DIN-Blatt weist eine auffallende Eidenschaft auf:
Die HAlfte, die Hilfte

der HAlfte usw. bildet

eine Folge dhnlicher

Rechtecke.

Diese Elgenschaft kann man
mit einem Blick feststellen.

Dic Frage nach dem Fldchen-
inhalt eines DIN-Papiers * e
fiihrt uns schlieBlich &ild 557
zu einem bemerkenswerten

pythagoriischen Ergebnis:
DIN-Rechtecke lassen sich
auf keinen Fall mit kongru-

enten Quadraten pflastern. Ncs
E N
{

) -~
N -

Ein vorgegebenes Rechteck \ 2 -
mit kongruenten Quadraten LLLLLL I
; -

zu pflastern - das ist ein .

| | SR S
i e = N
hilbsches MaBproblem, das uns { N
T ; . b
den euklidischen Algorithmus ! I

entdecken 14Bt. Bild 84

#) per Verfasser hat vor Jahren mit seinen Primanern fiir eine Lampen-
fabrik "in Lohnarbeit” Kantenwinkel von gewissen roh gefertigten
archimedischen Ké&rpern berechnet. Die Frage nach weiteren schmucken
Lampenk&rpern (dieser Art) hat uns so schnell nicht wieder losge-
lassen. Soviel wie Archimedes, dann Kepler - der 2. Bearbeiter
dieses Formenproblems - wollten wir in dieser Sache auch wissen.

136.

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

vor, S0 erkennen wir, daB es _
nur darauf ankommt, die nach _ i

~ Abschneiden mdglichst groBer TTUCT T
Quadrate verbleibenden Recht-  BildEs )

, Stellen wir uns eine solche

Pflasterung schon als gelungen

ecke zu pflastern(Bild. 86).

' Diese Abschneidetechnik (euklidischer Algorithmus) wenden

wir auf ein DIN-Papier an, um eine Pflasterung mit kon=

gruenten Quadraten herzustellen.
Wir erleben dabei eine Uberraschung!
Das zweite Restrechteck ist dem

ersten ihnlich, wie wir wiederum B ' Eg
mit einem Blick feststellen.¥) -

Aber das hat zur Folge, dafA der
AbschneideprozeB zu keinem Ende ) o
fuhrt. Ein richtiger Skandal flir - Bld86
die Flidchenmessung!

Motiviert durch das DIN-Papier, definieren wir als "sil-
berne Rechtecke" solche Rechtecke, von denen nach Ab-
schneiden zweier mdglichst groBer Quadrate ein zum ur-
spfungliehen Rechteck #hnliches ibrig bleibt.

Versuchen wir nun ein solches Rechteck direkt nach De-
finition herzustellen!

Kehren wir den AbschneideprozeB um! Beginnen wir mit einem
kleinen, "ungefihr silbernen" Rechteck und lagern wir fort-

#) vBeweis" durch einfache Rechnung mit v2.
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Bito 8%

Wir erhalten eine Folge von (rasch wachsenden) Rechtecken,

-die der silbernen Gestalt immer niher kommen, selbst dann,

wenn wir den AnlagerungsprozeB mit einem Quadrat be-
ginnen.

Wir schreiben L(n) flir die lingere Seite des n-ten Recht-
ecks und erhalten die rekursiv definierte Funktion L:

L : N+HN
(1 Ly = 1; L(2} =3
(2) L(n+2)= L(n) + 2.L(n+1) [ ) ) T
B , L{n+1):
Wir erwarten: das Seitenverhdltnis - . I
des n-ten Rechtecks approximiert 7 1
. . ,, ) : _ T —
das Seitenverhfltnis der silbernen ___ _ (.4¢) —
Rechtecke. Bild 88
Aus (2) folgt nidmlich unmittelbar
(3) L+ L1 o
L(n) L(n)
(Aa+1) %) ]
Konvergiert E%%;%l , so folgt aus (3) sofort
. (n+1] L /3
T é%%;%i = 1+/2
%) pie Wertetafel 148t vermuten, daB Lintl)  pogchrénkt ist

i(n)
und in zweli monotone Teilfolgen zerlegt werden kann. Wegen der
rekursiven Definition der Folge wird man induktiv beweisen - zu-
mindest solange keine explizite Darstellung der Folge gefunden ist.
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n_ L) Qln)
1 1 - -
2 3 3
3 7 7/3 = 2,3...
4 17 17/7 = 2,42...
5 a1 41/17= 2,411...
6 99 199/41= 2,417...

Wir kénnten mit unseren bisherigen Ergebnissen zufrieden
sein. Unser Irrationalititsbewels ist gewiB reizvoller
und verschafft mehr Einsicht als der i{ibliche.

tion einer quadratischen Irrationalitit gefunden. Aber
dieses rekursive Verfahren ist ohne Computer zeitauf-
wendig flir grofes n.

Vielleicht wire eine explizite Darstellung der Folge L
besser zu gebrauchen? Ein neues Problem!®)

Eine elegante L&sung wird angeregt durch den Hinweis, das
die Approximation der silbernen Rechtecksform durch An-
lagern von Quadraten am Ende wenig abhingt von der Aus=
gangsfigur. Das bringt neue Zahlenfolgen in den Blick
mit anderen Anfangswerten, aber derselben Differenzen-
gleichung (2) geniligend. 2 Anfangswerte reichen zur Er-
zeudgung einer solchen Folge mittels (2) aus. Es ist zu
vermuten, daB die (2) genligenden Folégn einen zweidimen-
sionalen Unterraum bilden. Mit zwei Basisvektoren kénnte
man jede dieser Folgen, also auch die spezielle Folge L,
darstellen. Wir suchen also zwel linear unabhingige Fol-
gen, die zu unserem Unterraum gehdren - mbglichst "ein~
fache".

%) wir setzen hier voraus, daB die Schiller iiber die einfachsten Be-
griffe der linearen Algebra - Vektorraum, lineare Unabhingigkeit,

Basis - verfilgen und die Menge aller Zahlenfolgen mit den db-
lichen Verkniipfungen als Vektorraum {iber R kennengelernt haben.
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-~ werten 1(=F(1)) und 3 (=F(2)) ein lineares Gleichungs-

126

tische, geometrische). Die arithmetischen - von der Null-

folge abgesehen - geniigen (2) nicht, wohl aber gliick-
licherweise gewisse geometrische.

Mit dem Ansatz F(n) = a.q" ' (5) erh&lt man durch Ein-
setzen in

F(n+2) = F{n) + 2F(n+1)

die (charakteristische) Gleichung

q% = 142¢ . (6)

mit den L&sungen

a4y = 1+/2 5 g, = 1-/2

W

Mit Fo(n) = (1+/D™ " una Fy(n) = (1-/D™ 7 hat man zwei
Basisvektoren zum Aufspannen des durch (2) ausgezeichneten
Unterraums.

Unsere spezielle Folge L ist damit linear darstellbar

L(n) = 31(1+/§)“§1 + ;2(1sf§)“§1 (7)

Filr die Koeffizienten Cqr Cy erhdlt man aus den Anfangs-

system mit den L&sungen

(1-v2)

o1 es 1 '
¢y =3 (W2 ey =3 )

1

Einsetzen in (7) liefert dié gewiinschte explizite Dar-

stellung von L:

- =, . =, N -
L(n) = {172) g“"“?’f (8)

(Mit dieser Formel kann man nun natiirliche Zahlen ausrechnen(?)) -
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Anﬁgrkung&n; 1) Der Kenner wird wissen, daB die Pythagorder im
Zugammenhang mit der Frage nach ﬂém gemeinsamen MaB von Seite und
Diagonale eines Quadrates ganz Ahnliche Uberlegungen anstellten.
Fir das Quadrat definierten die Pythagorfer simultan durch Rekur-

sion die Seiten- und Diagonalzahlen:

(9) bp(1) =8(1) =1

{piagonale und Seite im "kleinen" Ausgangsquadrat sind gleich lang gﬁggggﬁgt)

(10) 8(n+l) = D(n) + S(n) 5

s h
(11) D(n+1) = S(n+1) + §(n) b Qd$@$

= ' 1 T

Die Pythagorder wuBten auBerdem . 9 S(n+1)
(1) 0’(m -2:8°(m = (-1" S

o\

§(n)
Wie sollten die Pythagorder (12) anders als durch veollstandige Bitdl
Bild 83

Induktion bewlesen haben? (VAN DER WAERDEN).

Aus (12) folgt unmittelbar
(13) lim Din) _ 5

s(n)
s b . _ . . - s B
Mit der Folge 5 hatten die Pythagorder einen Algorithmus gefunden,
mit dem sie die skandaldse Zahl V2 rational approximieren konnten.

2} Eine schnell ausgerechﬁete Tafel fir die Folgen § und D 1l3Bt ver-

muten:

(14) D(n) = L(n) n _8(m) 1 D)

(15) 8: N+N ist 1 1 !

aus demselben "Stall", 2 2 3

d.h. auch fir 8 gilt: 3 5 7

S(n+2) = 8(n) + 2:8(n+l) 4 12 i7

5 29 41

6 70 99

6.3 Gofdene Rechteche - edin zweites égﬂugaai&achea MaBproblem

Sie werden ganz analog behandelt wie die silbernen. Im
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Unterschied zu diesen bleibt beim Abschneiden nur eines
(m8glichst grofien) Quadrats jetzt ein zum urspringlichen
Rechteck #hnliches tibrig. '

Der von einem Quadrat ausgehende AnlagerungsprozeB wird
beschrieben dQurch die rekursiv definierte Folge I : N+N

I(1) = I(2) =1 (1)
I(n+2) = I(n+1) + I(n) (2)

Leornardo von Pisa (mit Beinamen Fibonaeci) hat mit dieser
Folge im Liber abbaci (1202) die Vermehrung der Kaninchen
beschrieben. %)

Bis Binet (1843) hat man auf eine explizite Darstellung

warten milsgen:

-, 1 i+/5. B q-jER

1) = 1 ¢ AL (1257,
. /5 2 2

Wir gewinnen sie nach dem in 6.2 angegebenen Verfahren.

Moderne Begriffsbildung verhilft uns zu dieser bemerkens-

wert einfachen L#sung.

A , I(n+1)

Der Quotient T

tische Irrationalitit

Robert Simson bewiesen).

approximiert wieder eine quadra-

1§<§ (erst 1753 von dem Schotten

Diese Zahl driickt aber das Léngeﬁverhéltnis von Seite und
Umkreisradius der reguliren Zehnecke aus. Die Figur, aus der
der Rechenansatz filr diese Behauptung entnommen werden

kann, gibt auch AnlaB zu einer rekursiven Fassung:

#) I hat auffallend viele interessante Elgenschaften. Amateure haben
einen Club gegriindet, der die Zeitschrift Fibonacci- Quarterly
herausgibt,
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i

(16) R(1) §,(1) =1

(Radius und Seite im
~“"kleinen"” Ausgangsdreieck
sind gleich lang angesefzt)
(17) 52(n+1) = R(n)

(18) R(n+1) = Sg(ﬁ)’% 8, (n+1)

baraus folgt

| | , S5z (n+1)
(19) Sg (n+2) = 52.(11) + Sztrﬁq) Aild 5@

Es ist leider doch kein Wunder, wenn die Vermehrung der
Kaninchen Aufschlupf gibt llber reguldre Zehnecke.
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DIE BEDEUTUNG DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE FOR DIE MATHEMATIK-
AUSBILDUNG

G. Pickert, GieBen

In der Mathematikausbildung scheint die Darstellende Geome=
trie mehr und mehr in die Isolierung und damit an den Rand
gedriingt zu werden. Die Lernenden und manchmal auch wohl

-der Unterrichtende erkennen keinen Zusammenhang mit anderen,

mehr im Zentrum des Interesses stehenden Gebieten der Mathe-
matik und halten die Darstellende Geometrie daher wohl oft
lediglich fiir eine Methodik zeichnerischer Fertigkeiten,

die mit der eigentlichen Mathematikausbildung nichts zu

tun hat. Das fllhrt dazu, daf in immer geringerem MaBe die
riumliche Anschauung zelchnerisch in der Mathematikausbil-
dung zu Hilfe genommen wird und so wertvolle didaktische
M&glichkeiten verschenkt werden. Die Darstellende Geome-
trie muB sich daher aus ihrer Isolierung befreien und zwar
einerseits dadurch, daB auch sie szich neuerer mathematischer
Begriffsbildungen bedient L
daf sie flir andere Gebiete der Mathematik Hilfen zur Ver-
anschaulichung anbietet. In den folgenden Abschnitten wer-
den verschiedene M&glichkeiten dafilr aufgezeigt, womit
natiirlich nur ein sehr bescheidener Anfang in dieser Rich-

, und zum anderen dadurch,

tung getan ist; insbesondere wird dasrumfangreiche Ge-

biet des perspektivischen Zeichnens 2) absichtlich beisei-

te gelassen, um zuerst einmal Fragen der-affinen und me-
trischen Geometrie in den Vordergrund zu stellen. Die
Abschnitte 5 und 6 passen zwei altbekannte Sitze der Dar-
stellenden Geometrie dadurch der heutigen mathematischen
Sprache an, daB sie sie als Aussagen lber Mengen von Ab-
bildungen formulieren und beweisen. Die Abschnitte 2 - 4 zel-

1} Siehe hierzu auch A. KIRSCH, Ist die Grund-AufriBf-Abbildung injek-
tiv? Math. Phys. Semesterberichte 19, 146-138, 1972.

2) siehe hierzu T.J. FLETCHER, The teaching of geometry. Present
problems and future aims. Ed. Studies in Mathematles 3, 395-412, 1970/71.
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den einfache Verwendungen von Projektionsverfahren in der
Geometrie, wobei (abgesehen von 2 a,b) die riumliche Be-
' trachtung auch bessere Einsicht in ebene geometrische Zu-
sammenhinge liefert. In Abschnitt 1 beweist das allerein-
fachste Verfahren der Darstellenden Geometrie seine Niltz-
lichkeit filir Lineare Algebra, Analysis und Differential-
géémetfieg

1. Kotiente Profehtion

Jeder Punkt des Raumes wird durch seine senkrechte Pro-
jektion auf die Zeichenebene und seine H8he iiber dieser
. ("Kotierung") dargestellt, Flichen dann durch ihre Niveau-
linien (in der Kartographie: Gelinde durch H8henschicht~
linien). Fragen der Sichtbarkeit im Geldnde motivieren das
Herstellen von Profilen (Schnitten senkrecht zur Zeichen-
ebene; siehe Fig. 1), die Frage nach Gelindeansichten

fﬁhft zur Herstellung der Umriflinien (Menge der Berilhrungs-
punkte der Niveaulinlientangenten in Blickrichtung; siehe
Fig. 2). Beide Verfahren sind niitzlieh, um sich das Ver-
halten einer reellen Funktion zweier Variabler (Abbildung
einer Teilmenge von R?> 1nR) zu verdeutlichen. Die (zur
Zeichenebene weder parallelen noch senkrechten) Ebenen
stellen die (von der Nullform verschiedenen) Linearformen
dar, wobei die Punkte der Zeichenebene nach Wahl eines
Nullpunktes (auf der darstellenden Ebene} durch ihre Orts-
vektoren gegeben werden. Die Niveaulinien erméglichen eine
gute Veranschaulichung dieses in der Linearen Algebra vom
Anfinger meistens als schwierig empfundenen Begriffs. Bei
einer Linearform L (40) wird der Vektor Liele mit

> als Einheitsvektor senkrecht.zu den Niveaulinien als

ihr Gradient E’T_ bezeichnet; im Falle L = 0 nimmt man

den Nullvektor als gi . Bei beliebigem Einheitsvektor

E? ist dann ~L(§?)E?' die senkrechte Projektion von

31 auf i@f}p sodap L durch 51 bestimmt wird (siehe Fig. 3
mit AAT, BD als O- bzw. 1-Niveaulinie, AD a£i_§am§¢ .
"herausgeklappten” Profil der Ebene, AP | 7C, AB = Liel e,
BC= g, KB =L(g))71, 86, = L&) + ccy | By, da
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A, A1,C C1’auf elnem Kreis 1iégéng rumlich herleitbar da-

liegénden Ebénenpunkt auf einer Kugal liégen) Das Shﬂhﬂ

= ==

produkt kann durch x.g, = L(x) definiert werden, und das
Kommutativgesetz 148t sich einfach aus dem beschriebenen
zusammenhang zwischen Gradient und Niveaulinien erkennen.

Approximation einer reellen differenzierbaren Funktion £
{(Definitionsbereich ein Gebiet inR?%) in der N3he eines
Punktes P durch eine Linearform L, veranschaulicht durch
Niveaulinien (falls L # 0) und Profile, filhrt einerseits.
zum Begriff der Tangentiafebene der durch § gegebenen Fliche
und andererseits zum Gradienten gnad { als elnem Vektor-
feld (Abbildung des Definitionsbereichs von 4 in den re-=
ellen zweidimensionalen Vektorraum, mit QL als Eild von
P) . Mittels der Niveaulinien 1lHBt sich gut veranszhauliehen,
das das Linienintegral Uber grad { gleich der Funktions-
wertdifferenz ("Niveauunterschied") zwischen Endpunkt und
Anfangspunkt des Integrationsweges ist. Bel waagerechter
Tangentialebene, also dem Nullvektor als Wert von ghad §,
stellt sich die Frage nach quadratischer Niherung, und

man wird so auf den Begriff der quadratischen Form gefilhrt:
Die Niveaulinien sind bei definiter Form Ellipsen, bei
gemidefiniter Fg:m Parallelenpaare und bel indefiniter
Form Hyperbéln ; die Hauptachsen (bzw. bel den Parallelen-
paaren deren Richtung und die dazu senkrechte) geben die
Hauptkrilimmungsrichtungen der FlHche in dem betrachteten
Flichenpunkt an, und die GauBsche Krilimmung ist in den drei

Fillen bzw. positiv, null, negativ. 4

3) Niher ausgefihrt z.B. in ANDELFINGER, Mathematik 8-2, Fachwissen-
schaftliche Grundlagen (Lehrerbegleitheft, Wissensch. Teil), Xap. B,
Herder 1975.

4) siehe hierzu und fiir weitere Anregungen zu anschaulicher Differential-

geometrie Kap. IV von HILBERT,COHN-VOSSEN, Anschauliche Geometrie,
Springer 1932, :
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. 2. Beispiele zur E&nta&&Emﬁueﬁiacn

in manchen t‘a].lan genﬁﬁt ein einziger Ncrmalriﬁ beraits
auch zur Ausfﬁhrunq von Konstruktionen, da die HShe der
Punkte‘ﬁber der RiBebene wegen der besonderen Eigensehaft
der aargestellten riumlichen Figur aus ihren Projektionen
entnommen werden kann. '

a) Ein nuadrat mit seinen Diagonalen kann als sen?reebté
Projektion eines reguliren Tetraeders ABCD (sieshe Fig 4)

A aﬁfgefast werden. Diese etwas ungewBhnliche retraederdar-~
stellung erveist sich als vorteilhaft bei der Bestimmung
derjenigen Decktransformationen des Tetraeders, die Drehun=-
gen oder Drehspiegglungen mit der durch die Mitten der Sei- ‘
ten AC Bﬂ gehenden Achse sind: die Spiegelungsebene (der
Drehspiegelung) schneidet das Tetraeder in dem Quadrat
A'B'C'D' und zerlegt das Tetrasder in zwel kongruente Teile,
die durch die 180°-Drehung um die Achse A'C' (oder B'P')
ineinander {ibergefilhrt werden.

b) Ein regelmifiges Sechseck mit seinen drei (lingsten)
Diagonalen kann aufgefaBt werden als senkrechte Projektion
eines Wirfels in Richtung einer Raumdiagonalen d, deren
Endpunkte dabei den Mittal?uﬁktAM des Sechsecks als Pro=
jektion haben (siehe FiqiS)i Hieraus lassen sich wieder
sehr einfach die Drehungen q;@\nrehspiegelungan mit Achse
d unter den Decktransformationen auffinden. Das von den
Mittelpunkten der 6 Wirfelseiten geblldete redelmnifige
Oktaeder wird in der Projektion ebenfalls durch ein regel-
mifiges Sechseck und seine 6 Verbindungsgeraden benach=
parter, nichtdiametraler Ecken dargestellt: dle Drehungen
und Drehsplegelungen mit Achse d (die durch die Mitten
zweler diametraler Oktaederseiten geht) sind natiirlich
dieselben wie beim Wirfel.

pPen Wilrfel kann man zur Darstellung des dreidimensionalen
Vektorraumes ilber dem Kérper mit den zwei Elementen O und
1 verwenden. In Fiqg.5 sind dementsprechend die Ecken durch
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- Koordinatentripel bezelchnet, wobei der "hintere" Endpunkt

< von d als Nullpunkt (000) genommen und der andere demge=

‘m¥A mit 111 2zu bezeichnen ist. Die projektive 7-Punkte-Ebene
érh;lt'man nun durch Weglassen des Nullpunktes, wobel die
Geraden aus den zweidimensionalen Unterriumen entsteheﬂ;
also in Fig.5 durch {100,110,010}, {010,011,001},
{001,101,100}, {110,011,101} und die drel (lingsten)
Sechseckdiagonalen gegeben werden. Eine naheliegende De-
formation ergibt dann die bekannte Darstellung der 7-Punkte~
Ebene durch ein gleichseitiges Dreieck, seine drei Symme-
trielinien und den Inkreis (Fig.6).

¢) Ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit seinen Hohen AF,
BF, CF (siehe Fig.7) kann als senkrechte Projektion eines
nicht-reguliren Tetraeders ABCD mit rechtwinkliger Ecke
bei D aufgefaBt werden, wobei D die Projektion F hat.

Aus CD | AD, BD und@ OUF | ABC ergibt sich n#mlich

COF | ABD, ABC (Ebenen stehen senkrecht aufeinander, wenn
die eine durch eine Normale der anderen geht) und damit
CF | AB (= ABDN ABC). Hiexrmit haben wir einerseits die
konstruktive Grundlage der senkrechten Axonometrie und
werden andererseits zum Hohenschnittpunktsate gefﬂhrﬁz
dabei ergibt sich unmittelbar (nach dem HShensatz fir die
rechtwinkligen Dreiecke APA', BDB', COC'):

|AF|-|FAT| = |BF|.|FB"| = |CF|-|FCT].

d4) Bel der senkrechten Projektion einer Kugel (oberflche)
auf eine Ebene durch ihren Mittelpunkt M kann der Schnitt k
der Kugel mit der Projektionsebene zugleich -als das. "her- "
ausgeklappte" Profil durch M und einen Kugelpunkt P ge-
nommen werden: zur Projektion P' von P entsteht dadurch

der Punkt P" €k (siehe Fig.8), aus dem sich die Hthe

von P iber der Projektionsebene (falls P auf der "oberen"
Halbkugel liegt) als |P"P"| ergibt. Die durch P gehenden,
zu k senkrechten Kugelkreise haben als Risse gerade die
Strecken QR durch P mit @,R €k. Auf diese Weise {iber-
trigt sich das'éayleyéxleinauaééll der hyperbolischen Geo-
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metrie (im Inneren von k) auf die ohere Halbkugel und

wird von dort durch stereographische Projektion von einem
Punkt €k aus gerade in das Poincaré-Modell (in einer 7
Halbebene senkrecht und oberhalb der RiBebene) ﬁbergefﬁhxt.ﬂ
Aus dem H®hensatz fiir das rechtwinklige Dreieck PQR er-
gibt sich dUbrigens unmittelbar der Sehnensatz (fiir die
Sehnen durch einen Punkt P' innhalb k) in der Form

1Pl [PTR| = [PTRT,

'Fig_g zeigt die Konstruktion der Risse von Kugelkreisen

p,2,b, die nicht auf k senkrecht stehen: GrosSkreis x durch
zwel Kugelpunkte P,0Q mittels des Pels R von 4, "HBguator"

p zum Pol P, "Breitenkreis" b durch 0 (in Fig.9 werden
P,9,R, p,n,b auch zur Bezeichnung der Risse verwandt; die
punktierten Strecken sind kongruent und ebenso die strich=
punktierten). Lediglich der Ubersichtlichkeit wegen wurde
dabei das herausgeklappte Profil durch M,P als neue Zeichnung
daneben gestellt. Die Konstruktionen sind so einfach, daB
sie bei einiger Ubung nach Vorgabe von k sogar ohne Zirkel
und Lineal durchgeflihrt werden k&nnen. Es gibt daher kei-
ne Entschuldigqung filr die leider sogar in mathematischen
Lehrblichern anzutreffende "Primitivprojektion", bei welcher
der Pol auf dem Umriskreils k liegt, der zugeh®Brige Equa-
tor p aber dennoch als Ellipse gezeichnet ist (oder noch
schlimmer als Kreisbogenzweleck!). Das in Fig.9 geschilder-
te Verfahren der Darstellenden Geometrie bietet wohl den
einfachsten Zugang zum Verstindnis der Kugelgeometrie,
deren grofe Bedeutung sowohl in der Mathematik wie in

ihren Anwendungen hier nicht mehr begriindet zu werden

braucht.

3. Hauptachsenhonstruktion bel einen ELLipse

Filhrt man Ellipsen und Hyperbeln in der affinen Geometrie

5) Siehe hierzu §36 des in Fufinote 4 genannten Buches.
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. als Niveaulinien quadratischer Formen ein, so bietet sich . ;?
_als Achsenpaar fiir eine besonders einfache Koordinaten- A

darstellung bei einer Hyperbel das Asymptotenpaar und bei
?ainer-ElliPSEmein~Eaarvk@ﬁjugiérter»Durchﬁesser an®.,
Geht man dann zur metrischen Geometrie ilber und beweist
die Existenz von Hauptachsen, also vorn zueinander senkrechten
kénjﬁgigrten Durchmessern, einheitlich (und auf beliebige
Dimension verallgémeinéfuﬁqsfﬁhig) mittels Eigenwerten
und Eigenvektoren, so erscheint es zum besseren Verstind-
nis des Sachverhalts winschenswert, die Haﬁétaéhsen auch
einfach geometrisch zu konstruieren. Bel einer Hyperbel
findet man sie als Winkelhalbierende der Asymptoten.
Bei einer Ellipse bietet sich nun an, diese als Bild
eines Kreises bei elner affinen Abbildung aufzufassen, da
ja dann konjugierte, also zueinander senkrechte Kreladurch-
messer in Ellipsendurchmesser iibergehen. Eine solche Ab-
bildung l#8t sich sehr anschaulich dadurch gewinnen, daB
man die Ellipse als Schrlgbild des Inkreises der oberen
Seite eines Wirfels auffaBt, dessen vordere Seite dabel
punktweise festbleibt. Der Inkreis der vorderen Wirfelsei-
te mit Mittelpunkt N wird dann durch Parallelprojektidn
kongruent auf den Inkreis der oberen Wiirfelseite und wei-
ter durch die Schrigbilddarstellung (ebenfalls eine Par-
allelprojektion) in die Ellipse mit Mittelpunkt M' abge-
bildet (siehe Fig.10); die auf diese Weise als Verkettung
zweler Parallelprojektionen entstehende affine Abbildung
der Zeichenebene auf sich, bei welcher der Kreis in die
Ellipse ilbergeht, 148t sich in der Zeichenebene gemin
folgender Eigenschaften ausfilhren: 1) M_hat den Bildpunkt
M'; 2) der Bildpunkt eines Punktes liegt auf der Paralle~
len durch ihn zu MM'; 3) jeder Punkt der Achse a bleibt
fest; 4) jede Gerade wird auf eine Gerade abgebildet. Dem-
gemis konstrulert man zu den konjugierten Durchmessern
AB, €D (A,B,C,D Ellipsenpunkte) mit dem Schnittpunkt M'
ein Parallelogramm, dessen Seitenmitten die A,B,C,D sind,

6) Siehe hierzu z.B. die in FuBnote 3 genannte Schrift.
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und erginzt dleses zum Schrigbild eines Wlirfels; fir die
Konstruktion der Hauptachsen wird davon nur der Punkt M
(mit |AM] = 2|CD|, AW | a) benbtigt, wihrend die Ubrige
Zeichnung lediglich der rdumlichen Veranschaulichung dient,
Der Kreis durch M,M' mit Mittelpunkt auf a schneidet
dann a garade in den Punkten, die mit M' verbunden die
Hauptachsen geben. Die Scheitel erhilt man (ebensc wie
erforderlichenfalls weltere Ellipsenpunkte) mittels der
oben angegebenen Eilgenschaften 1-4) der affinen Abbildung.

4. Riumliche Erzeugung ebener Strechungen

Streckungen in einer (affinen) “bene E lassen sich

rein inzidenzgeometrisch kennzeichnen als diejenigen Per-
mutationen von "E mit einem Flxpunkt, bei denen jede Ge-
rade in eine zu ihr parallele lbergeht. Man zelgt dann be-
kanntlich leicht, daB eine Streckung durch ihren Fixpunkt I
und den Bildpunkt P’ eines einzigen Punktes P % I ein-
deutig bestimmt imt. Aber der Exilstenzbewels 148t sich
inzidenzgeometrisch nur unter Voraussetzung des (affinen)
Satzes von Desargueds (oder einer équiv-alénten Bedingung)
fithren und ist nicht einfach. Dagegen kann man unter Zuyhil-
fenahme einer zwelten, zu E parallelen Ebene E' im
Raum eine Streckung (von E) mgt den verlangten Eigenschaf-
ten (dabei natiirlich Z ¢ P' €lP) leicht herstellen: Von
einen beliebigen Punkt S, ¢ E, E' aus wird E auf E'
projiziert (Abbildung 7, von E auf E' mit P" als Bild-
punkt von P) und dann vom Schnittpunkt §, der Geraden

S,Z. P'P" aus E' auf E zurlck (Abbildung =, von E'

auf E mit P als Bildpunkt von P"); die Verkettung

m, o w, dist dann die gewilinschte Streckung. In Fig.11 wur-
de 5,7 | £ gewdhlt und dann E als Grundrif- sowie

841 als Aufrifebene (die Bezeichnungen E, E' stehen an

den Aufrifspuren dieser Ebenen). Flir die Konstruktion des
Bildpunktes Q' von @ (€ E ~ IP) verwendet man bei dieser
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riumlichen Interpretation neben Q'€ Z( die AufriBpunkte

R, R'" von 0, 07, wobei R' der Bildpunkt von R ist; Adan
nun auch 7 || P'Q' sein muB (was natlirlich eine einfachere
Konstruktion von 0' erm8glicht), besagt nun gerade elne
(affine) Spezialisierung des Vigngamchﬁiﬁfm:ag)
der vollastindlgen Vierecke: 51, 32‘ pr, R bzw. 0, Q'
und die uneigentlichen Punkte von P(, RQ). Of fenbar
kann man entweder v, oder aber w, willklirlich wihlen

{Ecken

und zwar statt als Zentral= auch als Parallelprojektion
(51 bzw. §, ist dann als uneigentlicher Punkt zu wihlen).
Durch diese riumliche Betrachtung kommt man auch zu

einer einfachen Xonstruktion des Ahnlichkeitszentrums I
von kollinearen Punktepaaren (P, R), (F', R') mit unterein-
ander und vom Nullvektor verschiedenen ng ETE% (in
Fig.11 hat man S, als uneigentlichen Punkt zu wihlen) :
Man bildet ein Parallelogramm PRR"P" =sowie den Schnitt-
punkt S, von P'P", R'R" wund erhdlt dann I als Schnitt=
punkt von PR mit der P§ralleién zu PP" duxch §,. Im Falle
PR = PR {und damit PPi= §E§) gibt es natiirlich kein
Khnlichkeitszentrum, da dann (P,R) durch die E:anslatian
?F% in (P',R") (ibergeht; in Fig.11 hat man dann auch 35,
als uneigentlichen Punkt zu nehmen und erkennt, dap jede
Translation von E als Verkettung zweler Parallelpro-
jektionen von E auf E' bzw. ﬁmgekehrt dargestellt werden

kann.

Fiir beliebige Zentral= oder Parallelprojektionen w,, w,
von E auf E' bzw. umgekehrt ist 1=, o 7w, eine Streckung
oder eine Translation (von E) und =zwar letzteres genau
dann, wenn entweder = , 7T, Parallelprojektionen sind
oder aber beide Zentralprojektionen;, bei denen die Ver-
bindungsgerade der Zentren zu E parallel ist. Daraus
ergibt sich nun sofort, daB die Menge aller Translationen
und Streckungen (von E) bez. des Verkettens abgeschlossen
ist (und somit bez. dieser Verkniipfung eine Gruppe bildet).

7} Siehe hierzu Abschn. 4.4 des Buches PICKERT, Projektive Ebenen,
Springer 1955. .
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Nach dem oben Festgestellten kann man zwel solche Ab-
bildungen mittels Projektionen L {(von E auf E' bzw.

-1 .
3 " schreiben und erhilt

umgekehrt) als Ty O My T, 0wy,

dann als Verkettung

1 )
(my o 7)) o (m, o ug) =m0

37
also wieder elne Streckung oder Translation. In Fig.12
ist dies flir den Fall von Zentralprojektionen L mit
3ichﬁkallinéaren Zentren S und Streckungen 0 Ty,
T, © Mgy wy 0 7y mit den Zentren Z?' Zz, 23 darge-
stellt naech Parallelprojektion des Raumes (in einer nicht
zu S,SZS3 gehdrigen Richtung) auf E; dabei bezeichnen
pT, §, der Einfachheit halber die Bilder dieser Punkte
beli der Parallelprojektion, das schraffierte Dreieck
stellt die Ebeﬁe E' dar und gegenﬁber Fig.11 wird

P = P,, P! = Fz gesetzt sowie P3 als Bild von P" beil

Ty eingeflihrt. Da die Streckungszentren Z kéllinear

gein milssen, erhdlt man damit den Satz van Desargues (fir
die Dreiecke P P2 30 375253, das Perspektivitdtszentrum

P’ und die Perspektivitdtsachse Z,Z,).

5. Das Einaschneideverfahren von Eckhart (1938)

7u nichtparallelen Geraden g,h in der Ebene E bildet
mnan dadurch eine Verkniipfung % inE, dad man P+ Q fir
P,0 € E als den Schnittpunkt der Parallelen zu g durch

P mit der Parallelen zu h durch O erklirt. Diese Verkniipfung
ist assoziativ und Ldempotent (d.h. P#F = P fiir alle

P € E), aber nicht kommutativ, macht alse E =zu einer
nichtkommutativen idempotenten Halbgruppe (chne links- oder
rechtsneutrales Element). Nimmt man h,q (in dieser Reihen-
folge)als Koordinatenachsen eines affinen Koordinaten-
systems mit dem Koordinatenbereich K und ersetzt die Punkte
durch ihre Koordinatenpaare (x,y) € Kz, so wird-# zu der

aus Untersuchungen {liber Halbgruppen bhekannten Verknﬁgfunqa

8) siehe z.B. T. Evans, Product of points - some simple algebras and

their identities, An.Math, Monthly 74, 362-372 (1967).
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mit ,
(x,¢4) ® (u,v) = (x,v) filr alle x,y,u,v € K.’

Nach dem iblichen "Superpositionsverfahren” wird nun zu *
eine der Einfachheit halber ebensoc bezeichnete, ebenfalls
assoziative und idempotente Verknlipfung in der Menge aller
Abbildungen des Raumes in die Ebene E erkldrt durch

(o % B)(P) = a(P) #p(P) £filir alle Raumpunkte P.

a # @8 entsteht somit durch "Einschneiden® aus den Ab-
bildungen a,f; uncenauer formuliert: Aus den Bildern

aF, 8F einer rHdumlichen Figur F entsteht durch Einschnei-
den das Bild (a * 8)F,

Es taucht nun sofort die Frage auf, welche Mengen von Ab-
bildungen des Raumes abgeschlossen bez. einer solchen Ein-
schneldeverknipfung sind. Das txrifft jedenfalls zu Elir die
Menge aller Parallelprojektionen des Raumes auf E; denn
fiilr zwei solche Parallelprojektionen r, 7' und zwei
. Raumpunkte P, Q f E (wegen der Idemnotenz der Verknilpfung
und der Fixounkteigenschaft der Punkte von E bei allen
Parallelprojektionen auf E diirfen wir uns auf Punkte

¢ £ beschrénken) gibt es im Falle PQ ||E eine Trans-
lation und andernfalls eine Streckung (mit dem Schnittpunkt
voen PO, E als Zentrum) des Raumes, die P, n(P), «'(P)
bzw. in 0, #(Q), 7' (0) und daher auch (r * ') (P} in

(# % 7')(0) iiberfilhrt, so dafi also auch fiir = % ' die
Verbindungsgeraden der Punkte P,0 mit ihren Bildpunkten
narallel sind, also eine Pafallélprcjékticn vorliegt. Aus
zwei Parallelprojektionen derselben rdumlichen Figur er-=
hilt man also durch Einschneiden (nach zwei beliebiqg ée—
wihlten Richtungen) stets wieder eine Parallelprojektion

der Figur.

Fiir die zeichnerische Anwendung wichtiger ist aber die Ab-
geschlossenheit auch den Menge aller a4finer Abbildungen des Raumes

in E gegendber jeden Einschneddeverhnilzfung . Diese Abgeschlossen-
heit erqibt sich unmittelbar aus der Kennzelchnung der affinen
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Abbildungen durch die Eigenschaft, drel kollineare Punkte
stets entweder in denselben Punkt oder aber in drei kolli-
neare Punkte vom gleichen Teilverhiltnis (wie die Urbild-
vunkte) Uberzufllhren, und dem leicht zu bewelsenden Satz:
Haben die Thipel kollineanen Punhte (A,B,C), [A',B',C') dasselbe
Telluerhd{tnis t, s0 gilt enfweder A % A = B % B! = C % C' opdex
das Thipel [A *A', B* B', C * (') hat das Tellvenhdlfnis t.

Von einer anschaulichen Darstellung einer r8umlichen Figur

durch ein affines Bild in E wird man nun aber verlangen,

S?, dap alsoc eine affine

daf es nicht in einer Geraden liegt
Abbildung auf E vorliegt: dann handelt es sich nach dem
Satz von Pohlke um die Parallelprojektion eines #dhnlichen
Bildes dex Fiqur. Die Menge der affinen Abbildungen auf E
izt aber nun gegenilber keiner Einachneideverknilpfung ab-
geschlossen; denn wdhlt man ein Koordinatensystem in E
wie oben zu den Einschneiderichtungen passend und im Raum
dann ebenfalls ein (beliebiges affines) Koordinatensystem,
g0 ergeben die affinen Abbildungen a, &, bei denen der
Punkt mit dem Koordinatentripel (x,4,z) als Bilder die
Punkte mit den Koordinatenpaaren (y.z), (x,y) hat, wegen
(y,2) ®# (x,y) = (4,y) eine Abb.ldung a * g auf eine Ge-
rade.

6. Der Satz von Pohthe (1£53)

In seiner urspriinglichen und in der Darstellenden Geometrie
meistens benutzten Gestalt besagt dieser Satz: Jedes ndcht-
koflineare Pumhfequadnupel (0, A, B, C) in ediner Ebene ist bed einer
geeigneten Ponalletprofehtion des Raumes auf die Ebene das Bild edines
Quadnupels (0", A', B, C') im Raum, das edn Tltfpé,ﬂ gleichlangen, zu-
einander onthogonalen Vektonen (0'A', 0'B', 0'C') bifdet. Da nun

9) Man wird In der Praxis daridber hinaus natGrlich fordern, daf das
affine Bild auch nicht "angenlhert" in einer Geraden liegt.
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nach dem aus der linearen Algebra {iber lineare Abbildungen
Bekannten zu Quadrupeln der genannten Eigqenschaften stets
eine (sogar genau eine) affine Abbildung des Raumes auf
die Fbhene existiert, die (0', A', B', C') in (0, A, B, C)
tberflihrt, kann man den Satz von Pohlke auch in der fol-
genden Form aussprechen und beweisen: Jede affine Abb{fdung
des Raumes auf e{ne Ebene ist Verhettung einen Ahnlichheltsabbildung
mit einen Parallelprojektion,

Zum Bewels stellen wir fUr eine affine Abbildung a des
Raumes auf die Ebene E zuerst einmal feat, daB der Kern
der zu a geh8rigen linearen Abbildung (des dreidimensio-~
nalen auf den zweidimensionalen Vektorraum) die Dimension
1 {= 3 = 2) hat und daher die Urbilder der einelementigen
Teilmengen von E die Geraden elnes Parallelenblindels
sind. Legt man nun senkrecht zu diesen Geraden eine Ebene
E', s0 ruft o auf dieser eine umkehrbare affine Abbildung
von E' auf E hervor. Ein Kreis in E' wird also
durch « 1n eine Ellipse (in E) (bergefllhrt. Daher gibt
es in E' Punkte 0', A', B' mit O0'A' [ 0'B’,

|0'A'| = |0'B'| derart, das fir ihre Bildpunkte

a(0') =0, a(A') = A, a(B') =B gilt: 0A | 0B,

lE?I < |OA|. FUr einen Punkt C' 4 0' mit 0'C' | €'
haben wir dann a(C') = 0. Wir nehmen nun einen Punkt A"
(siehe die Zweitafelprojektion in Fig.13 mit E als
Grund- und OAA" als AufriBebene) mit |0A"| = |0B],

0A" | 0B, AA" (damit also auch AA" | 0A"B) und dazu wei-
ter eine Khnlichkeitsabbildung £ mit

g(0') =0, B(A") = A", B(B') = B. Fir (" = g(C")
ergibt sich dann 0C" | 0A"B, also 0C" ||AA", Die affine
Abbildung B o o 188t nun 0,B fest und fUhrt A",C"
bzw. in A,C {ber. Dasselbe gilt aber von der Parallel-
projektion w auf E in Richtung AA"; so dag Ele a =
und daher a« =8 o 7 folgt.
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GEOMETRIE IN DER GRUNDSCHULE

H., Freudenthal, Utrecht

FPlir uns kommt diese Konferenz einerseits zu frith, anderer-
seits gerade zur rechten Zeit. Zu frih, als daf wir Ihnen
viel von unseren Erfahrungen erzihlen kBnnten, gerade zur
rechten Zeit fiir uns, um im Interesse uhserer Entwlirfe

recht viel von Thnen zu lernen.

Mit dem traditionellen Geometrileunterricht und seiner
jiingsten Weiterentwicklung habe ich mich vor einigen Jahren
auf einer Konferenz in Carbondale und danach in einem Bu-
che auseinandergesetzt. Zwel Str&mungen hatten sich damals
abgezelchnet, eine, der die Geometrie gelegen kam, um zu
zeigen, dap lineare Algebra zu etwas nutze war, die andere,
die meinte, die Geometrie "retten" zu missen und zu k&nnen,
indem sic Gpometrie-Unterricht durch Unterricht in den
Grundlagen der Geometrie ersetzte. Dem stellte ich meine
Philosophie gegeniiber: Geometrie als Erfahrung und Deu-
tung des Raumes, in dem wir leben, atmen und uns bewegen.
Und das pafte dann gut zu meiner Philosophie vom Mathema-
tikunterricht schlechthin: Mathematisieiung von Raumerfahrungen
und -expenimenten als Beispiel von Mathematisierung schlechthin.

Als ich mein Buch schrieb, war von dieser Basis aus mein
Blick nach oben gerichtet. Konkreter gesagt: ich stellte
mir einen Geometrieunterricht vor, der im 7. Schuljahr
(als erstem nach unserer Grundschule) anflngt, der sich
je nach der Anlage des Schillers klirzer oder linger odar
gar ausschlieflich auf nullter Stufe bewegt, der zum lo-
kalen und vielleicht auch ylebalen Ordnen fortschreiten
und der bei manchen mit dem Einbau der Geometrie in ein
' 8ystem der Mathamatik enden mige.

Von dem habe ich nichts zurilickzunehmen. Wohl habe ich ihm
nun Wesentliches hinzuzufiigen, und zwar allererst und
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prinzipiell eine Wendung der Blickrichtung. Nicht, dap
ich Neuland entdeckt hitte. Was ich entdeckt habe, ist
vielmehr seine Bedeutung, seine Relevanz, die grﬂﬁér izt
als ich es damals ahnte, ja die vielleicht entscheidend
ist., Ich habe die Bedeutung der Geometrie flir das Grund-
schulalter erkannt, und es méchte mir scheinen, daf es
ohne Geometrie auf der Grundschule fiir viele auch keine
auf der htheren Schule gibt. Daf ich das entdeckt habe,
verdanke ich den Kindern im Grundschul- und Vorschulalter,
mit denen ich gearbeitet habe. Es waren nur wenige, aber
dann entscheidende Beobachtungen, die mir den Wey wiesen,
und da wurde mir klar, daB wir etwas versHumen, unwider=
ruflich verpassen, wenn wir Kinder im Grundschulalter nicht
der Geometrie zufiihren,

Bei unserer Curriculumentwicklung habe ich daher auf Geo-
metrie gedrungen. Man hat gezdgert, begreiflicherweise,
denn sich zur schlechthin unvermeidlichen Biirde noeh die
der Geometrie aufzuhalsen, kdnnte einem schlieflich den
Hals kosten; Vorschlige, wie gut auch gemeint, sind leich-
ter getan als ausgefilhrt. Man schob die Geometrie auf,
nicht auf die lange Bank, sondern ins "gerade" Jahr (1973/74
waren wir mit der 1., 3., 5. Klasse beschiftigt und nun
wird es die 2., 4., 6. sein). Da soll sich die Gaometrie
recht entfalten. Darum k&nnen wir Ihnen noch wenig von Er=-
fahrungen erzihlen; ein Jahr spiter wire das etwas anderos.
Doch haben wir auch schon im Augenblick Ansétze erprobt,
ausgesprochene Geometrie im Gedankenexperiment, mit klei-
nen Schillergruppen und mit Einzelgidngern, und davon werden
Thnen noch Beispiele gezeigt werden.

Doch ist das nicht alles. Es tut sich avsh schon im 1., 3.,
5. Jahr unseres Entwurfs dem Betrachter allerlei auf, das
er, je unbefangener ar sich ihm n#hert, und je mehr er

gsich darin vertieft, mit immer kriftigerer Uberzeugung Geo-
metrie nennen mége, und dem wende ich mich schnellstens Zu.

Ja, was {5t Geometrie? DaB die Geometrie nicht erst mit dem
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Formulieren von Definitionen und Si#tzen anfingt, habe ich
genligend auseinandergesetzt; auch das Ordnen von Raumer-
fahrungen, das zu digsen Definitionen und SHtzen f£lihrt,
ist schon Geometrie. Ich gehe nun aber weiter zurlick, ich
gteige hinab in die Entwicklungsphase, wo das geometrische
Erfassen und Deuten der Wirklichkeit noch nicht von einem
verbalen Begriffsapparat und seiner technischen Hantilerung
gestiitzt wird, wo das Geometrische noch gleichberechtigt
neben dem Verbalen steht oder ihm gar an Wirkungskraft
iiberlegen 1st.

Seit ich junge Kinder beobachte - und das hat mit der Be-
obachtung meiner eigenen Kinder angefangen - wurde ich
immer wieder von der Kraft der Uberzeugung getroffen, mit
der sie intuitive LBsungen mathematischer Aufgaben - gera-
de auch von reinen Rechenaufgaben - verteidigten. Fragte
man sie, wenn sie eine Aufgabe geldst hatten, nach dem "wa-
rum?", so zuckten sie mit den Achseln und sagten "Ich sehe
es so", ”
Ich hatte eigentlich als Uberschrift meines Vortrages dies
Ich sehe e4 30 wihlen wollen; mit denselben Worten habe ich
in einem neuen Buch auch einen Abschnitt llber Geomektrie
lberschrieben. "Ja, was ist Geometrie?" fragt ich vorhin.
Geometrie im Grundschulalter ist das, was von der Verhal-
tensseite des Grundschillers gekennzeichnet ist durch die
Reaktion "ich sehe es so” auf die Frage "warum?'. In mei-
nem vorhin erwihnten Buche habe ich die Geometrie da an-
fangen lassen, wo man sich bemiiht, sich bemiihen sollte,
vom Lernenden eine andere Antwort als das Sichberufen auf
eine innere Gesichtserfahrung zu erhalten. Nicht, daf ich
diese Antwort damals nicht ernst genommen hitte. Wenn das

1) Das ist eine Ubersetzung aus dem Hollindischen; wie deutschepra-

chige Kinder es ausdricken wirden,wifte ich nicht; als meine Enkelinnen
in den Vereinigten Staaten waren, beantworteten sie die Frage "Why?"
mit "'cause",aber die Frage "waarom" mit "ik zie het zo".
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¥ind erkldrt, daB es etwas 40 sieht, so soll man es unbe-
sehen glauben. Ich habe es viele Male erlebt: das Kind im
Grundschulalter sieht vieles, das Erwachsene nicht sehen,
mit einer Unmittelbarkeit, die uns ganz fremd ist. Ich
meine, daf diese Gabe - eine Gabe ist es sicher - unter
dem EinfluB der Entwicklung verbaler Fidhigkeiten etwa im
11. bis 12, Lebensjahr verloren geht oder abgeschwdcht oder
verdringt wird. '

Nun ist es keineswegs so, daf man sich als Lehrer durchaus
mit der Antwort "ich sehe es so" der Kinder im Grund- und
Vor:.. .ulalter zu begniigen brauchte. Ich habe in den letzten
Jahren Mittel gefunden, wie man diese inneren Visionen sich
gsozusagen HuBerlich sichtbar kondensieren lassen kann. Einer
dieser Kondensationskerne ist es, wenn man mehrere Kinder
unterrichtet, dem Kinde, das "es so sieht", aufzutragen,

es denen zu erkliiren, die es noch nicht sehen; in der Wen-
dung vom Pr{ifling zum Unterrichtenden kbnnen dem Kinde ad~-
4quate Ausdrucksmittel erwachsen. Ein anderer Kondensations-
kern ist es, dem Kinde aufzutragen: "zeichne (oder model-
liere, oder zeige), was du siehst". Kinder, mit denen man
dies treibt, gewShnen sich schnell daran, ihre Antworten,

ja schon ihre Lﬁsungsversuéhe, mit solchen sichtbaren Ar-

gumenten zu illustrieren.

Doch bleibt es oft bei dem globalen, nicht kondensierten
"ich sehe es so", das eben die Geometrie im Grundschulalter
kennzelchnet. Der Geometrieunterricht in diesem Alter mbge
dem "ich sehe es so”" Kondensationskerne anbieten, soll

aber nicht durch die Méglichkeit von Kondensaticnen be-
stimmt sein. Alles, was sich im Geometrisunterricht an
verbaler Ausdrucksfihigkeit erreichen 1l4at, ist mitgenommen,
absr der verbale Ausdruck sei nicht das 2iel. Ich habe das
iibrigens schon frilher hinsichtlich dos Anfangsunterrichts.
in der Geometrie auf der hSheren Schule betont. Zu lange
hat man versucht, im Geometrieunterricht statt Geometrie
ihren vetbafen Ausdruck zu vermitteln, und zwar Kindern, von-
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denen viele noch nicht dieses Ausdrucks f3hig waren. Leit-
es dagegen, daB Geometrie unterrichtet werde. Dem Feinge-
fiihl des Lehrers, der gerne die Gedankenginge der Kinder
sieh in sauberen Formulierungen niederschlagen sieht, muB
aes liberlassen bleiben, zu schitzen, wie welt er dabei
gehen kann. Wird das "ich sehe es so" durch Stammeln des
Schiilers oder auferlegte Erklirungen des Lehrers ersetzt,
g0 ist man didaktisech kelnen Schritt weiter. Jeder, der
zu unterrichten hat, priife bei sich selber, wie schwer es
sein kann, das was man klar und deutlich sieht, auch noch
zu begrfinden. Daf es sehr niitzlich sein kann, ist ein
Zweltes, das erst durch systematisches Uben von Zweifeln
an der Intuition motiviert werden kann.

Soweit meine Philosophie vom Grund- und Vorschulunterricht
in der Geometrie; von ihr aus will ich Lehrstoff und Lern~
prozesse analysieren, so wie ich ihnen im Laufe der Zeit
begegne. Es wird Ihnen dabei auffallen, wie viel davon man
kaum als Geometrie, ja sogar kaum als einen eines Lerhpiu*
zesses werten Lehrstoff ansprechen wilrde. Ich glaube in
der Tat, daB wir uns zunichst einmal von traditionellen Be-
wertungen freimachen und unsere Sinne allen Anregungen
#ffnen miissen, wie geringfigig sie auch scheinen mdgen.

Ich fange mit einer ganz rezenten Erfahrung an. Wir sitzen
bei Tisch, Bastiaan gegenilber seiner kleinen Schwester,
der Vater gegenilber der Mutter, die GroBmutter gegenfiiber
dem GroBvater; beim Nachtisch sagt Bastiaan (4;3) pldtz-
lich, mit sechs Johannisbeeren auf dem L&ffelvhen: "Es

ist soviel, wie wir hier sind". Ich frage "warum?", und

er antwortet "ich sehe es so", um aber gleich fortzufahren
"zwel Kinder, zwel Erwachsene (sic), zwel Dﬁa und Oma".
Vermutlich lagen die Johannisbeeren auch in der Wirfel-
¥onfiguraticn der Sechs, in der wir am Tisch saBen, auf
dem L&ffel, uper das konnte ich nicht sehen. Die Geschich-
te war kein Zufall; am nichsten Tag im Park sagte er mit
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vier Schneebeeren auf der Hand "das ist soviel, wie wir

zuhause wohnen". Bastiaan ist noch ganz unaichear mit den
Zahlen, und zu zihlen weigert er sich hartndc¢kiy. Was den
Zahlbegriff vertritt, so 1st dieser, wie die Bsobachtung

.zelgt, geometrischer Art, und das mag in dem Alter normal

sein. Unsere mengentheoretischen Vorurteile schreiben

uns vor,; die Relation, die Bastiaan zwischen den Johannis=
beeren und den Personen herzustellen scheint, als einein-
deutige Abbildung zu interpretieren; sie ist aber globaler,
nicht zu Elementen atomisiert, sondern zu Gruppierungen
strukturiert. Habe ich recht, so etwas Geometrie zu nennen?

Bastiaan spielt mit Bauersfelds Wirfelsplel: er packt die
Wirfel ein, indem er lauter rote Fldchen an die OberflHdche
bringt. Es gibt da 31 Wirfel mit roten Seitan; 3 Reihen
zu B plus eine zu 7 in der Schachtel entlocken ihm den
Ausruf "da fehlt einer". Ist das Geometrie? Rug Zaunstik-
ken baut er den Zaun eines Bauernhofs auf, "das muB so
lang werden wie das" sagt er und meint Gegenseiten eines
(etwas krummen) Rechtecks. Ist das Geometriae?

Wir werden etwas sicherer in der Beantwortundg dlesexr Fra-—
gen, wenn wir zu hheren Altersstufen fortsehreitén. Das
erste Jahr unserer Arnheimer Entwurfschule ist von dem
Profeht "Wassenband” erfillt. Es ist eine Mircheninzel, deren
Bild stets vor der Klasse hiingt, urd aaf «er die Kinder
schnell in allen Einzelheiten zuhause sind., Es gibt auf
der I1iel THrme, Mthl:n, Brilcken, komplizierte Gebdude,
Anlegestellen, Wege und Wegwelser. Was steht wohl aufv

den Schildern dieses Wegweisers, c :r wenn ein Wegwelser

. mit Aufschriften gegeben ist, w. ..Jnnte der stehen? Be-

schreibe einem, der es wissen will, wie man von der Anle-
gestelle zur Mithle kommt: Wie weit ist es von hier bis

da, und wn zwischen Milhle und Turm kénnte ein Weygwelser

mit gewissen Zahlenangaben stehen? Was siehst du um dich
herum, wenn du an dieser oder jener Wegkreuzung stehst? Wie

kannst du von einer Seite des Flusses auf die andere kommen?
L] . : .
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Wo kommt der FluB her? Wie kletterst du auf das merkwirdi-
ge Gebdude in der rechten Ecke? Und welter eine grope

Zahl von Legeaufgaben, wo die in Stiicken geschnittene In—

sel (aber in anderem MaBstab) zusammengesetzt werden soll
und umgekehrt Aufgaben, gie nach Muster zu zerschmeiden,

x

‘Bin wightiges'Prinzig ist es hiarbei, Aufgaﬁén umzukehren -

ich nenne es den Sichiwechsel: "was steht auf diesem Weq—
weiser?" - "stelle diesen Wegwelser auf"; "was siehst du,
wenn du hier stehst", "wo stehst du, wenn du dies sjehst?"
Ein Beisplel dessen sind die Bilder, die ich Thnen jetzt
zeige; sie erwlesen sich als nicht leicht, aber doch auch
nicht als zu schwer flir die Kinder, die die Insel ja von

A bis Z kannten. Und als Variation hierauf, auch aus einem
Milieu, das die Kinder gut Kennen, Photos des Schulgebfudes
und seines Vor- und Hintergrundes. "Wo stand der Photo-
graph?"” lautet die Frage, "wie weit von der Schule ent—
fernt?™ Gucken Sie selber einmal genau; wie stellt man

das fest? Natlirlich bei diesem Bild stand die Kamera ganz
nahe, bei jenen etwas weiter weg, aber wie steht es'miﬁ
den und mit dem dort? Ja natlrlich, wie weit das Hochhaus
iber den Dachfirst der Schule hexausragt, das Entspxieht
monoton der Entfernung der Kamera von der Schulfassade.
Hitte man rechtzeitlg daran gedacht, so widre dem Photo-
graphen gesagt worden, er solle sich zu allen vier (oderx
noch mehr) Aufnahmen auf eine und dieselbe Gerade (etwa
senkrecht zur Schulfassade) stellen. Oder umgekehrt, man
hdtte ihn gerade unter verschiedenen Winkeln, aber im
gleichen Abstand photographieren lassen. Oder man hitte
ihn an fester Stelle den Apparat senkrecht schwenken las-
sen, §o dag mehr oder weniger Vordergrund und Hintergrund
auf die Platte kime, Soviel Systematik lag dem Entwerfer
beim ersten Ansatz fern. S0ll man sich ihr bel der Re-
vision verschreiben? Soll man solch ein Material schon

filr 6-7 jidhrige so strukturieren und stilisieren, dag man
da drei Parameter sduberlich trennt, oder soll man gerade
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die Trennung dieser drei Parameter von den Kindern selber

herausarbeiten lassen? Eine prinzipielle Frage, wie weit -
anzubietendes Material schon vorstrukturiert sein soll -
ich neige dazu, gers&eéjunQEE Kindern das phdnomenolo-
gisch reichere, im Sstrukturiertheit irmere Material an-
zubieten und auch bei Hlteren jedenfalls mit dieser Art

ED

von Material anzufdhgen; darum liebe ich auch logische

~ Bldcke nicht. Je weiter man fortschreitet, desto schirferxr

m&ge'dann die geometrische Struktur hervortreten. Und zum
Fortschreiten bietet dies Motiv weite Perspektiven. s
ist ein Motiv, das man vertikal, vom Kindergarten bis in
die héichste Klasse des Mathematikunterr ichts entwickeln
kénnte. Von der gualitativen Trennung der drei Parameter
zur Behandlung des reinen Falls, wo nur einex varialiml
ist, vom rein gualitativen Abschitzen des Abstandex wder

R
I
N

o

Blickwinkels =zur Erkenntnis und Formulierung der Manotionin -
der Beziehung, vom Ablesen der quantitativen Beziehuigen
aus der Zeichnung oder dem Modell zur Umkehrung dlesger
Beziehungen und zu Rickschliissen, von der zeichneriazch ex
perimentellen zur echt geometrischen Behandlung, bis hin=
auf zur Verwendung trigonometrischer Funktiomnen und Metho-
den echter ng&nessung - eine Fiille vor ARufgaben, in

deren Folge ﬁan eine Stufung des Lernprozesses klar er-
kennt. Ein vielversp:echEnﬂes Motiv vertikaler Lehrstoff-
planung, wuvam aber nichts bis jetzt erprobt oder auch nur
im Entwurf varhandan ist. Wir haben uns noch nicht einmal-
ilberlegt, was die entscheidenden Schritte in diesem Lern-
prozeB und wélchem Alter sie gemi8 sein kénnten. Ich meine
so etwas wie die Idee, daB das Licht sich geradlinig fort-
pflanzt, cdgrékankrater: die Technik, das Verhdltnis des
Betrachters ggm Betrachteten in einer Zeichnung zu objek-
tivieren, wo das Auge des Betrachters mit den betrachteten
Gegensténden geradlinig verbunden ist und die gegenseitige
lage dieser Verbindungsgeraden Gegenstand der Analyse wird =
wann ksnnte das im LernprozeB operativ, wann bewufit, wann
formulierbar werdemn?

[y
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~vbn'diesem Gegensgtande wende ich micht einem zu, der von

‘uns einigermaBen im 3. Schuljahr erprobt worden ist, aber

auch schon ins 2. Schuljahr paBte: Geometrie im Gitter,
kilxzeste Gitterwege, Abstinde im Gitter, und zwar nicht
nur in direkter Form. (welchen Abstand haben A und B?),
sondern auch das Umgekehrte: suche die Punkte in gegebenem
Abstand von A! Man beobachte die Schiiler bei diesen Auf-
gaben, wie der eine frilher, der andere spiter die Symmetrie

‘dexr LBsung erfapt und auf die Symmetrie des Gitters griln-

det; mit welcher Selbstverstindlichkelt akzeptiert wird,
daB die Lésung sich aus geiadlinngn "strecken” zusammen-
setzt, und das die den verachiedenen Abstinden entsprech-
enden Figuren ahnliéh sind.

Auch dieses Motiv kann man vertikal planen. Wann und wie
kann der Schiller begriinden, das die L&sung so aussehen muf

("wenn senkrecht eins wegfdllt, kommt waagerecht eina-

_hinzu"), das die Lsungen zu wachsendem Abstand induktiv

aus den vorigen abgeleitet werdemn kénnen?

Meine ersten Exrfahrungen mit Gégmetrie im Grundschulalter
beziehen sich auf Inhaltsberechnungen ebener Figuren. In meinem
Buch erzihlte ich die Gesmchichte von einem meiner S&hne,
der sich selber die beriihmte Aufgabe der Quadratverdopplung
aus dem "Menon" stellte und in seiner Weise ldste. Mit
einer Enkelin (und danach mit anderen Kindern) malte ich

es ganz anders. Ich stellte ihr die Aufgabe, das gezeichne-
te Quadrat durch elnes doppelten Inhalts zu ergetzen; als
@s lhr nach halbstindiger Anstrengung nicht gelang, ver-
tribstete ich sie auf spiter - "es ist noch zu schwer fiir
dich, aber spiter zelge ich es dir einmal". Vierzehn Tage
gen begrenzte, schdn achsenparallele Rechtecke berechnen,
lieB sie auch Figuren mit gegebenem Inhalt umgrenzen (flir
10 nahm sie ein 3 mal 3-Quadrat mit einem "Balkon"). Dann
umgrenzte ich ein "schriges" Quadrat (mit der Diagonale
des Einheitsquadrates als Seite), und sie sprang auf und

167




O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

156

5agtg£ "Das ist zwei, und die L&sung der Aufgabe vom ’
vorigen Mal". An diese Entdeckung schloB sich eine Reihe
shnlicher Aufgaben an, die sie sich teilweise selbst
stellte. Eine Ervachsene, ﬂie uns beobachtet hatte, rief
entsetzt aug: "Was treibst ‘du da mit dem Midchen, sie
kennt doch noch nicht einmal den Pythagoras!" Ich flirchte
leider, daB sie, wenn sie den Pythagoras lernen mufi, die
Freude an der Geometrie verloren haben wird.

Inhaltsberechnungen wa ¢n auch der Gegenstand eines Themas
fix 8~jdhrige: Flwibezro.nigung. Ein mit einem gquadratischen
Gitter ilberzogene: Rechteck war durch Verbindungsstrecken
dex Gitterpunkuc in schnurriﬁ%; unzusammenhingende Stlicke
verteilt und sollte nun parzelliert wéragn, in anstdndi-
ge Stlicke, wobei jeder Bauer dieselbe Flidche bekam, wie

er sie gehabt hatte. Bel den Xindsrn konnte man drei
Niveaus der Behandlung beobachtan, erstens das .des "Zer-
legens und Anklebens" (Fig. 1,das scioiTfierte Dredeck
wixd oben recht angesetr-t), und zweitens dag Jdes lokalen
Erginzens {(Fig. 2, das zu berechnend~n Dreieck wird mittels
des schraffierten zu einem doppelt so grofen Rechteck
erglinzt). Bei diesen zwei wird ein gegebenes Vieleck

(Fig. 3) in Dreiecke und Trapeze zarschnittén, die zer-
1agen§—anklebend oder ergénzend beﬂémdelt werden; das
dritte Niveau ist Erglnzung im GroBSen, d.h. EinschlieBung
der gegebenen Figur in ein Rechteck, von dem der Uberséhuﬁ
abgezogen wird — in einex 3. Klasse kam nur ein Schiller

spontan auf dieses Niveau der Behandlung.

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

=]




Ich komme zuriick zu den geometrischen Leistungen des
Midchens, das auf dem Nagelbrett die Verdopplung des
Quadrats erkannte. Ich stellte ihm einmal die (wohl
vielen unter Ihnen bekannte) Aufgabe, die L-fbrmige Fi-
gur in vier kongruente Teile zu zerlegen, dlie entsteht,
wenn man aus einem Quadrat eine Viertelquadratecke aus-
schneidet. Sie zeichnete augenblicklich die Ldsung, 2zu
der ihre Mutter eine halbe Stunde brauchte, und die
ihrer GroBmutter niﬂhtrgélaﬂg.

Ein anderes Mal brachte ich ein Schachbrett und einen
Wilrfel mit, dessen Seite auf die Ficher des Schachbretts
pafte. Dex Wirfel sollte wiederholt auf dem Schachbrett
gekantelt werden, und die Frage lautete, ob er auf jedem
jFeld jede Position annehmen konnte. Das Mddchen sagte zu
éjedén Kantelweg, den der Wiirfel zuriicklegte, schneller
die Endposition voraus, als ich es experimentell nachprii~
fen konnte. Dadurch, daf sie alles sah, war es unmbglich,
das Midchen auf Fihrten des Raisonnements zu setzen; mit
dem ein erwachsener Mathematiker das Problem behandeln
wilrde.

Tch habe mit dem Midchen, das auf der Schule schleght.im
Rechnen ist, viel Geometrie getrieben; was mich aber am
meisten fberrascute, war die folgende Geschichte. Ich be-
suchte meine Kinder, und wie lblich verlangte sie eine
Aufgabe von mir. Ich war milde, und da mir nichts Geschei-
tes einfiel, gab ich ihr eine auf von einer Art, die

ich nicht liebe: Zwei Freunde sitzen in einer Kneipe, wo
man alles, was man vor Mitternacht bestellt und erhalten
hat, verz~hren darf, aber nach Mitternacht nichts erhilt.
Sie sitzen da, A mit 5 Flaschen Biexr, B mit 3 Flachen
Bier. Kurz nach Mitternacht kommt ein Dritter, C, herein,
dem nichts mehr verkauft wird. Er schldgt den anderen Vor,
den Vorrat gleich zu verteilen, und sie gehen darauf ein.
Als sie alles ausgetrunken haben, rechnen sie ab, d.h.
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'C legt 80 ct. auf den Tisch, die die anderen verteilen.
‘Wie taten sie das?

Das Mddchen schrieb 8 : 3 auf, fing nach dem Verfahren
der schriftlichen Division an, um dann empdrt auszurufen:
"Das geht ja nicht, warum gibst du mir Aufgaben auf, die
nicht gehen?” Ich: "Aber sie haben das Bier doch ehrlich
ﬂbgrrascht. und dann zeichnete sie acht Rechtecke, die
sie Bierflaschen nannte, aafs'Eapier; teilte jede durch
zwel waagerechte Striche in drei Teile, die sie Viertel
nannte. Sie schrieb in jede dieser "kleinen Flaschen" hin-
eln, was A, was B, was C getrunken hatte, und das waren,
was C betrifft, 7 "kleine Flaschen" von A und eine von

B. Sie zeichnete noch die 8 "dubbeltjes" auf, um 7 dem

A und 1 dem B zu geben.

1)

Nach diesem "Erfolg™ hatte ich den traurigen Mut, ihr

noch eine Wasserhahnaufgabe zu stellen: der eine, der

die Badewanne in 10 Minuten, der andere, der sgie in 5 Mi~
nuten fiillt, und nun 1aufen beide zusammen. Sie zeichnete
die Wanne, einen groBen und einen kleinen Hahn, teilte

und ein Drittel, das vom kleinen gefiillt wird, aber ver-
ifrte!sich,schlLeBlich in den Brilichen, die sie nlcht kannte.

"Ist das Geometrie?" frage ich wieder. Sicher ist es Ma-
thematik, und denen, die behaupten, Mathematik bestiinde
im Abstrahieren, halte ich dies Beispiel entgegen: Ge-
rade das Konkretisieren kann Mathematik sein - Mathemati-
aslenen ist hdufig Konkretisienen, nicht Abstrahienen. Es ist hier
ein geometrisierendes Konkretisieren. Soll man nach einer
solchen L¥sung noch fragen "warum?'. Sie hat es ja ge-
sehen und mir in der:Zeichnung klar gezelgt, was sie ge-

1) Hollandisch "kwart", das sie offenbar mit "part" (Teil) verwechsel~
te; sie wuBte noch nichts ven Brichen.
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" sehen hat - das ist ihr lbrigens schon zur Gewohnheit ge- "'~~~

worden.

"BEine Geburtstagsfeier mit zehn Kindern, Jungen und Mdd-
chen; als die Hilfte der Jungen nach hause gegangen ﬁar;
plieben noch sechs Kinder iibrig. Wieviele Knaben und wie-
viele Midchen waren es?" Sie "sah" die Antwort, und die
Erkldrung, die sie ihrer jlingeren Schwester gab, bestidtig-
te die Eehaupﬁﬂng, "Eine volle Milchkanne wiegt'ie kg;
wenn die HYlfte der Milch ausgegossen ist, wiegt sie noch
6 kg; wieviel wog die Milch und wieviel die Kanne?" Sie '
hatte groBe Schwierigkeiten mit der Aufgabe (es war Monate..
vor der Bieraufgabe). Ihr Vetter - etwas jlinger - hatte
gerade Schwierigkeiten mit der ersten und bewiltigte milthe-
les danach die zweite. Dabei muB ich sagen, daB ich mit
dem Enkel {ilber ein halbes Jahr frilher das "Gewicht" be-
handelt hatte, wihrend ich von der Enkelin nicht einmal
nachgepriift hatte, ob sie wuBte, was Gewicht ist.

Gr&Ben, wie Geﬁicht, geometrisch zu interpreti%ren; ist
eine Notwendigkeit, die aber den (mit Lingenmessungen
schon vettrauten) Schillern des 3. Schuljahres noch nahe-
gelegt werden muB, die aber damn auch schnell akzeptiert
wird: man 1li#Bt Gegenstiénde auf der Waage (ohne Gewichte)
vergleichen und aufgrund dessen linear anordnen. Die bei
den Lingen offensichtiiche Linearitdt wird ohne welteres
auf die Gewichte ilibernommen, widhrend Fragen, die auf die
Transitivitit der Gréferbeziehung abzielen, gar nicht
verstanden werden. Man denke einmal selber gut dariiber
nach: die lineare Anordnung ist etwas geometrisch global
Gegebenes, das auf weite Strecken durchaus genilgt und
keiner Analyse - etwa mittels des Transitivitdtsgesetes =
bedarf; sie ist auch gegenilber der Transitivitdt das
Primire. Wenn wir als Mathematiker die lineare Ordnung
vom Transitivgesetz her verstehen wollen, so haben wir,
wie es sich fir den Mathematiker geh&rt, wieder einmal
die Dinge auf den Kopf gestellt. Wenn wir das Ergebnis -
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"dieser Wendung Kindern auférlegen, so begehen wir eine
' (anti)-didaktische Inversion. Ich habe mich mit zahl~

reichen sehr konkreten Ubungen davon {iberzeugt, daB
B8-j4hrige das begriffliche Schema der Transitivitit Uber-
haupt nicht verstehen ("wenn du schneller lufst als der,
und du schneller als der, was ist dann mit dir und dir
der Fall", wobei ich die Knaben jewelils mit dem Finger
anzeige) . Dagegen 18sten alle 8-jihrigen, nachdem das
Gewicht (als lineare Ordnung) erfahren und konstituiert
war, ohne Schwierigkeit Aufgaben mit zwei gezeichneten
Wippen, wo A oben und B unten, B oben und C unten saf,
und gar solche mit A und B zusammen oben gegen C und D

zusammen unten, neben A unten gegen C oben.

*Es, ist natlirlich keine Frage, ob man Schiiler dieses Alters -

wie heute sehr gebriuchlich - in der Arbeit mit der Tran-
sitivitdt, etwa durch Pfeildiagramme explizierter Re-
lationen trainieren kann; wohl ist es die Frage, ob dasg
irgendwelchen Sinn hat. Denn worauf es ankommt, ist das
Mathematisieren realer Situationen mittels linearer Ord-

nung.

" Wie schon betont, ist so etwas durchaus nicht selbstver-

stdndlich. Beim Gewicht verlangt es von 8-jdhrigen noch
einen Lernprozef, und das gilt sogar - man sollte es gar
nicht glauben - bei der Zeit. Die Differenzierung der
Yergangenheit ist ihnen noch nicht recht bewuBt. Unser

" Thema "Zeit - Ldnge - Graphik" fing mit der in der Generationen=~

folge (UrgroBmutter, UrgroBvater, GroBmutter, Muttey) bild-
1ieh konkretisierten Differenzierung der Vergangenhelt an;
es flihrte dann zur Technik der Zeitachse, auf der Makro-
und Mikroabliufe abgebildet wurden. Dann kam als ergte
Graphik die Lingenentwicklung eines Siuglings - ein recht
nattiriiches Beispiel, da der SHugling in seinen Entwilck=
lungsstadien der Linge nach sozusagen auf der Tafel auf
die Zeitachse gestellt werden kann. An der Steilheit der
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" Graphik wird spontan die Wachstumgaschwindigkeit - gquali-
‘tativ - abgelesen. Ein Zeichenfehler des Lehrers (ein zu

kleines Intervall) auf %er Zeitachse), der da ein schnelle-
res Wachstum vortiuscht, wird als solcher erkannt. Es
folgen Zeit- Weg=— Graphiken, die eine komplizierte Reise-
geschichte illustxieztgn, und aus denen umgekehrt charak-
teristische Zilge der Reise abgelesen werden.

Ist das Geometrie? Ja, wenn auch in einer anderen Funktion
als bisher, wo es auf das Erfassen des Raumes ankam. EsS

ist hier mehr Deutung des Raumes, nicht um ihn zu verstehen,
sondern um mittels des R¥umlichen anderes der direkten
Auffassung nicht zugingliche Begriffliche zu verstehen. Es
ist das Geometrische nicht umhéeiner selbst willen, son-
dern - wie man heute auch sagt - als Modell, die Rurve als
Modell der Funktion, die Gerade als Modell der linearen
Funktion.

Venhdltnis und P&apo&:&iaﬁ - sagte man frilher statt linearer
Funktion und diese Ausdriicke sind immer noch zeltgemdB,
wenn auch der globalere Ansatz, von der linearen Funktion
her, der entwicklungsgemife ist. Ich habe den Verhdltnisbe-
griff didaktischphinomenologisch n#her untersucht - darauf
will ich hier nicht eingehen. Es ist wieder ein Gegenstand,
der zu vertikaler Lehrplanentwicklung herausfordert; wir

‘haben uns seiner noch nicht genfigend gewidmet. Wie stark

mit Geometrischem verbunden er eingefilhrt werden kann,
zeige ich Ihnen mit einem Trick, der auf jedem Niveau

= auch auf dem Ihrigen - wieder ilberrascht. Ich lege etwas
auf die Projektionsfliche. "Was ist das?" "Ein Kreis!"
"Es ist eine Miinze. Welche? ... Keine Antwort? ... Ich
lege etwas hinzu und sage Ihnen, daB es ein Fiinfmarkstiick
ist. Was war die erste Miinze? ... Und dieses ist ein
Zweimarkstiek ... Und dieses ein Finfer ... Ja, das erste

war ein Zehner."

Um wieviel vergr’fert die Projektion? Betrachten Sie den




stift anf der Platte. Hier habe ich genauso einen in mei-
ner Hand. Wie kann ich sie vergleichen? Sie nebeneinander
halten? Nein, dann sind sie gleich groB. Ja, wieviel ver-
gréfert die Projektion?

Sie verstehen wohl, daB dieser geometrische Einstieg wir-
'kungsvcllér als der der numerischen Verhdltnisaufgaben ist.
Ist es Geometrie? Wer méchte es leugnen? Doch fehlt diesem
Gegenstand noch der Reichtum wahrer Geometrie, wie wir

Mathematiker ihn in klassischeren Ansitzen ic'.'itzen.

Ich hatte bei uns natiirlich wiederholt Abbildungsgeometnie,
von den Spiegelungen herkommend, px@pagierté vor etwa
einem Jahr patten wir schon damit = auch in der Grund-~hu-
le = experimentiert, aber es pafite schlecht in den.Rahmen;
in dem wir damals arbesiteten, und =0 blieb es schlieflich
unerledigt liegen. Sicher milssen wir darauf zuriickkommen.
Meine Mitarbeiter flirchteten damals - und firchten wohl
auch jetzt noch -, das der Begriff der Abbildung- bei
Lehrern und Schiilern nicht recht einschldgt. Ich teile
diese Furcht nicht, aber verstehe es, dal man vorsichtig

_igt.

Was wir nun fir die 5. Klasse entwickelt haben, ist ein
Thema "Zeit, Abstand, Geschuindigkei?". Die Versuche fingen
mit der Geometrie des Wirfels an, und das funktionierte,
wie mir von vornherein klar war, ausgezeichnet. Es gab
uns Mut. Zur Kugel, unserer Erdkugel, mit ihren Kreisen,
GroBkreisen, Breitenkreisen, Meridianen - und immer liber=
mitiger wurden wir. Antipoden auf der Kugel suchen und C
auf der Merkatorkarte! Das Ziel war die Reise um die Er-
de, bei der man einen Tag gewinnt oder verliert. Um das
zu erreichen, war allerlei nttig. Wie geht die Sonne auf
und unter? Wie mift man ihre HOBhe? Wie entnimmt man einer
Graphik, wann grofer und kleiner Zeiger der Uhr einander
elnholen, wann entgegengesetzt die Rennbahn Umkreisende
einander treffen, und wie wendeét man die Graphik auf den
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“Weltreisenden an?

Ich denke, daB es eiﬁ gelungenes Stlick ist, noch nach allen
Seiten offen zum Einbau in Grdgeres, zur Integration mit
anderen Fachgebieten, zum Experiment und zur Analyse. Esz
so0ll Ihnen heute nachmittag in Einzelheiten gezeidgt wer-

den.

H

Die Nachmittags-Demonstration, die ich in meinem Vortrag
erwihne, wurde von Herfn L.Streefland ausgefiilhrt. Von dem
Unterrichtsheft "Zeit, Abstand, Geschwindigkeit auf unserer i
Erde" wurde eine englische Ubersetzung verteilt. Der Inhalt N

gsei hier skizziert. R

Das Heft gipfelt in der Erklirung des Zeit"gewinns” oder
-"yerlustes" bei einer Rundreise um die Welt. Es fidngt mit
Kreisen auf der Kugel und Antipeden an; eg stehen auch Kar-
ten da, und auf einer Merkatorkarte 5@1leh von Punkten Anti-
poden ermittelt werden. Die H&he der S@ﬁné'sall bestimmt wer-
den; das filhrt zur praktischen Winkelmessung. Wie bestimmt
man aus der Linge des Sghattens eines senkrechten Stabes die
Sonnenh8he? Wie verlaufen Sonnenh8he und Schatten im Laufe

' des Tages? Ortszeit, Zeitzonen und Datumgrenze kommen an die
Reihe. Graphische Darstellungen der Zugbewegungen nach einer
Kursbuchseite, das Begegnen und‘Einhclen, auch auf der Renn- _
bahn. Wie schnell dreht sich die Erde auf verschiedenen Brei-
ten? Tageslinge in Abhingigkeit von Breite und Jahreszeit.
Das Wettrennen der Zeiger auf dem Zifferblatt, die Zeiger-~
stellung graphisch dargestellt als Funktion der %eit. Und
schlieBlich analog das Wettrennen von Sonne und Rundreisen=
dem auf der Erdkugel, mit der Sonne und gegen sie, zur Beant-
wortung der im Anfang gestellten Frage.
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Pigrwn MATHEMATICS - ,#fg;

> 4« Blshop, Cambridge

There are three concerns which have motivated me to give
this paper. They are:

(1) the fact that Geometry appears to be an irrelevant

pursuit o many children. -
(2) the fact that just as many children, if not more,

have a lot of difficulty learning Geometry, and

(3) " the fact that the recent reforms in Geometry teaching
have had some good effects, but lack a binding force,
a unifying idea, which would help to make Geometrical
ideas relevant and accessible to a majority of school-
children.

The difficulty is always that those involved with reform
are often Mathematicians who (a) do not have difficulty
understanding Geometry and (b) do not see Geometry as irre-
levant, It is extremely difficult for such people to-
appreciate the difficulties and conceptual berriers faced

' by "normal® children. ‘7 use the word "normal” not because

I think thet there i- ' :.ng strange with people such
as ourselves but rnierc.y be:ause we are not in the majority.)

But the most important problem is that Geometry 1s thought
of by such people as ourselves as a branch of mathematics.
The truth is that Geometry is much more than just a branch
of mathematics. The reforms in geometry teaching have
emphasized the mathematicalness of geometry - that im, they
have sought "Unification” by embhasizihg those ééPEQts.

of geometry which make it similar to algebra and other
branches of mathematics. Now, 1 could label everyone here '

" as "Mathematicians" which would emphasize certain similarities -
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which we might share, but it would undoubtedly ignore o :

differEﬁt'iﬁterests. motivations and personalities. In

- just the same way, labelling geometry as "Mathematics”

ignores its garticular interests.
1 suggest to you today that what is wrong with geometry
teaching is that it has lost sight of its essentially

visual and spatial roots.

T did want to call my lecture "Visual Geometry" but that

' sounded so strange that I decided not to use it in case

nobody would come to listen to me. Also it would have
suggested that I could recognise another part of Geometry
called "Non-visual Geometry" and that I cannot do. So I
have called my lecture "Visual Mathematics" as that is
what I think Geometry should be. Therefore, in this lec-
ture, I would like to discuss two key components of

Visual Mathematics that I feel are both important and
misunderstood by teachers, and alse to look at some of the
wider implications of trying to teach Visual Mathematics.

1. Visualizing

. This is a known and accepted part of a Mathematician's

methodology. It has been clear for a long time that Mathe=-
matics is a subject which depends on two very different,
yet complementary, modes of thought. The first has a
creative, "hunch" playing, almost aesthetically-appealing
nature whilst the second is much more ealdabl@@éeﬂ; ana-
lytical and objective. The first is ‘characterized by
“intuition" and the second by "logic", and the history

of mathematical development is the story of the interplay
between these two aspects of the subject.

But what is the essential difference between these two
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aspects? Hadamard, in his book on invention in mathema-

tics [ 17], obtained accounts frow leading mathematicians
about how they think in matnemaggrfi .8 book includeg a
letter from Einstein which is most illuminating. Amongst
other things Einstein savs: "The words of the language,

as they are written or spoken, do not seem to play any

role in my mechanism of thought. The psychica) entities
whiGh seem to serve as elements in thought are certain

signs and more or less clear images which can be "voluntarily”
reproduced and combined ... There is, of course, a gertain
connection between those elements and .relevant logical con-
cepts. It is also clear that the desire to arrive finally

at logically connected concepts is the emotional basis of
this rather vague play with the above-mentioned elements.
But taken from the psvchological viewpoint, this combina-
tory . play seems to be the essential feature in productive
thought = before there is any connection with logical con-
struction in words or other kinds of signs whith can be
communicated to others."

Newnsn [ 2] also refers to this duality of mathematical
thinking: "How can mathematicians work and maka discoveries
if they are to abstain from any geometrical intuition? Of
course, they don't abstain. The double life of mathematicians
is a familiar fact to all who have been exposgd to e ~ anas
lysis. They know that diagrams and graphs are the lifeline
by which we survive amid the rough seas of hard inequali-
ties. ... One of our purposes is to use some of vur geone-
trical notions.... as a guide, as we grope ou¥ way towards
the proof of a new theorem. When it is found, we shall

~carefully remove all trace of geometry er mechanics from

our strictly axiomatic proof; and the man wha reads it
will probably put them in again as he grapples with the

arguments.”

Both Einstein and Newman seem to make a distinction hetween
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the veabal nature of logic and the visual nature of intuition,
since clearly words are a one dimensional mode of communica=
tion and thought, whereas visual imagery is 2 or more di-
mensional. Einstein again points to this when he says,
concerning the entities referred to before, that they

are "in my case, of visual and some of muscular type.
Convential words or other signs have to be sought for

laboriously only in a secondary stage'".

Of course, these two are not the only mathematicians who

talk of visual ideas in mathematics:

Hardy [ 3] says "A mathematician, like a painter or a
poet, is a maker of patterns”. Hermann Weyl [:4j says
"I return to relativity as an illustration <f this first
important step preparatory to mathematical analysis, the
step guided by the maxim,'Think concret ~1y!'" and there

are many other mathematicians who say -iilar things.

This paralleling of intuition with visual imagery is not
only interesting, it is extremely productive, since it
provides us with concepts and tools which are likely to

be of much more use to the teacher. You see we can now
talk about visual abilities and explore their relationship

with mathematical abilities.

Visua. abilities can be tested and, to a certain extent,
measured and this enables us to judge gquantitatively the
extent of the relationship between visual abilities and
mathematical abilities. (Furthermore, the use of such

tests can help us to see if we can cause any changes in

a child's abilities, by teaching in particular ways).
Is there any evidence then, from using tests of visual

abilities, that any relationship exists? Indeed there is,
an¢ perhaps McFarlane Smith's book [ 5] contains the most
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thorough account. Whilst not perhaps totally vaerifying
his hypothesis that spatial ability is the greatest
determinant of mathematical ability, the data from the
many studies reported in that book leave one in absolu-
tely no doubt. Ability in mathematics, particularly geo-
metry, is correlated very highly with ability on spatial,

and visually oriented, tests.

But are these visual abilities lunate or can they be
developed by certain types of teaching? Evidence from
various research studies is beginning to emerge which
suggests that teaching methods can affect visual abili-

ties.

varlev ond others [ 6 | have just published an article

called "Training imagery =roduction in young children
through motor involvement", Fogelman [ 7_| has written
on similar lines in an article called "Modern mathema-

tics and intelligence tests". Our own research (8]

" has also shown a relationship between certain teaching

and spatial ability. In all these experiments the teaching
inv-lved the manipulation and evperimentation wiﬁh appa-
r+:us ~f the sort with which B~ sh Frimary Schools are
1L, « rtainly the abundance pparatus and equipment

of{ '’ aorts in a Primary sch .. makes it a much more
stimulating visual environment than it used to be for the
young pupil. What is intaresting however .- that the
apparatus is not usually regarded as a prime source of
visual stimulus, neither is it bought primarily for that

purpose.

In our research, time-pressure made it impossiple to study
in a controlled way the long term effects of using appa-
ratus so we decided to compare the visual abilities of
children who had been to different Primary schools, those

wh. -h used a great deal of apparatus in their mathematics
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weaching and those which did not. In order to reduce the
effects of locality, background, etc. 4 situations were
studied where children from the different Primary schools
entered the same Secondary schools, and in all but one
of the situations the children were tested in the Se-
condary gchool. .

.
The pattern of results overall was impgessivz - children
from schools where apparatus was used extensively scored
much higher on visual tests than children fror schools
where minimal use was made of structural apparatus and
the like. This was also the case when children trom the
two types of schools were matched by intelligence quotient,
and the results were supported by the analyses of answers
to an attitude guestionnaire. This questionnaire was
designed to show up differences in attitude towards Arith-
metic, Algebra and Geometry, and in general the “appara-
tus" -hildren showed a distinct pr=ference for Gzometry -
a preference which was not shared by the other children.
This is particularly instructive since, in the main,
the structural apparatus was design -4 to improve the
learning of Arithmetic and Algebra, and was purchased

for that purpose.

zlearly then we have here some just'fication for wel-=
coming the increasing use made of structural apparatus

in Primary Schools. Not only does such apparatus enable
better understanding of number relationships to be deve-
loped, as has been widely recognised, but through invelve=
ment and interaction with this apparatus the pupils come
to develop that visua  imagery which is so essential for

later diagram and geometric work.
But 's this apparatus work only to be carried out in

Primary school? Surely if people are deficient in visual
ability at any age, they ought to benefit, almost in a
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vemedial way, from work with apparatus. We investigated
this aspect with some 12 year old girls. The activities
were chosen to be motivating to girls of that age and
involved tangrams, spirographs, tesselations and paper
folding. Various relationships were explored by the girls
and "free play" was encouraged alsc. The teachiny was in
four half-hour sessions spread over four weeks with Spatial
test3 given b. ore and after the teaching. As one would
expect, using the same tests twice, there was an inciease
in the © wres, but in this case the increase was much
larger han usual. On one test in particular the mean
percentage gain was 25 % and there was no doubt, on cleoser
irspection of the tests of girls whose individual scores
had greatly .ncreased, that there was a marked difference
baetween their abilities before-and-after the teaching
which could not be attributed to the test-retest effect.

Results of this type are well supported by other research,
and theorizing, which shows the necessary relationship
between "action" and "imagery". One could quote many
psychologists here bnut let me mention a sentence or two
from.Piaget [ v ]: "Geometrical intuition is essentially
active in character. It consists primarily of virtual
actions, abridgements, or schemata of past, or antici=
p.tory schemata of future actions, and if the action

itself is inadequate, intuition breaks down".

We must remember here that Piaget was referring to young
children and it may be the case that older children or
adults can train themsalves teo form images without the
néed to perform the actions, perhaps by recombining
previously learnt memory images. Nevertheless, lacking
such information, one must say that it is extremely
encourading to see the extensive use made by the sensitive

teachers of apparatus-manipulating activities of all

O
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types. It is also good to see these activities going on

in the Secondary as well as in the Primary schools, In

fact there seems to me to be no reason why practical
activities shoulu not play a part in all levels of teaching =
I have seen such methods used to good effuct with under-

graduates and with teachers on in-service courses.

Here is a list of such activities and materials which I
feel are particularly useful as image-provokers:

Tesselations, pattern-blocks

Tiling pétterns, tangrans

Paper folding and cutting, Origami, nets of 3-D objects
String exercises, knots, patterns, logp-cutting
Geohoards —> dot paper —> graph paper
Altair design paper

Mirror cards. The Mira.

Shaping plasticenp, cutting it in different ways
Rubber sheet ﬂf%ﬁings

Containers of various shapes and sizes

Games such as 3D noughts and crosses (tic-tac=toe)

1 expect however, tﬁat what I have said in the last five
minutes was not "news" to most of you, it probakbly only
confirmed what you either knew or helieved. So let me
extend now into an area which may be novel to you. Even
if we know about actions giving us our imagery,; this Jdoes
not help us to understand why, for example, people differ
s0 markedly in their performance on tests »f spatial

ability.

Leaving aside the skills of drawing, which I will refer
to later, the other important skill appears to be the
ability to look at one's images, if I can describe it
that way.
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Let us take Hebb's definition of imagery Ej@ja "The occurence
of mental activity corresponding to the perception of an
object, but when the object is not presented to the sense
organ". In other wcrgs to look at’ your image you must
recreate for yourself your perqﬁgti@n. But how do you

create your perﬁegticn in the first place - you look at

first one part of the object then at another, taking in
various details, in exactly the same way as you feel your

way around an object (Piaget calls this "eentration” and

he says that the only differenze between visual centration

elements simultaneously than the second).
%o if you close your eyes and try to imagine a sports car,

of the car - rather that you will notice first one part
and then another and your eyes will move as you look at
the different parts. By this means. you gradually build
up the picture for yourself but you can never see the
whole picture at one instant. The image is not like a

photograph.

some people claim to have - wtographic memories, they
would be more corract if they said they had cinematographic

memories because they are not always aware cf the movement

which is part of the image. 3ucl =~ : say that they can
remember, like a photograp:,; the p. of a book, but if

you ask them to read the words backwards, starting from
the bottom of the pade they can only do it with extreme
difficulty and sometimes they fail altogether. (Yfou can
see the same effect if I ask you o spell the word "Mathe-

matics" backwards).

This then is part of the process of seeing one's images
and it does seem that people differ markedly in their
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ability to do this. I would speculate that one of the
reasons is that keqgause we can see we don't need to use
our imagery very mﬁgh. In short, we have become lazy. But
if you can't see, your ability to use imagery is vital.
Have you heard the old saying "if you are lost, ask a
blind man the way". I believe it is possible to train
people to use thelr images more, firstly by making them
look at their images more. Here are two exercises one

can give children from the age of 9 onwards (I've not
tried them with younger children, but I'm sure some could

do them successfully).

Close your eyes. Inagine a triangle. Label the vertices
A, B, C,. Now answer these guestions (to yourselves of

course) .

Is one of the lines horizontal?

Is one of the lines vertical?

Which point is the highest?

Which point is the lowest?

Which point 1s furthest tJ the left?
Which point is furthest to the right?
Is angle ABC acute?

Which iz the largest angle?

Which is the smallest angle?

Which is the smallest side?

Which ist the largest side?

Open your eyes.

(I wonder incidentally how many of you imagined an equila-
teral triangle?) This next exXercise uses numbers but it

still concerns visualizing. Imagine the number 2597

O
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Which digit is on the left?

Which digit is on the right?

Which digit is the largest?

Which digit is the smallest?

Which 2 digits are in the middle?

what number do *ou get when you read it backwa.d:s?

Perhaps you find these too easy - remember wWe ave talking
about children and this is not meant ¢o be a test but

an exercise to improve thelr skill at looking at tieir
images. (If you are like me the difficulty is one of
memory = holding as much of the image present as possible).
I would suggest that exercises like this must be of bene-
fit to children, and of course they can use all types of
objects as the image to work on. Here are some other
examples which might test youi imagery (only one question

for each lmage).

How many edges has a tetrahedron? (6)

2. If PQ is an edge of a ~ube, how many faces contain
neither P nox 07 (2)

3, In a regular hexagon ABCVEF do the following 3 lines
intersect at the same point? AD, CE, BF (No)

4. A clockface is rotated so that 3 is at the top. The
hands, which don't change, originally showed half-past
fecur. What time do they show now? {Quarter to eight)
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parallel lines intersect at 459 another 3 parallel
lines? (4)

We have used many other exercises and I can assure you
that 4 is not difficult to invent such tasks. We have
not however compar«d any of these exercises with each
other so I cannot say which ones are more effective for
training. Another idea here is that if you had difficulty
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with those exercises you pnbably wished you could have
dra-n the diagrams on paper. You might consider drawing
the diagram "in the aiz" as a help to producing an image
to operate on. I have tried thils with younger children
and it does help them, it of course they must not use
this all the *‘ime. Incidentally this can be a problem,
too, with apparatus. Some children will not try to ope-
rate without it and I have seenr teachers encouraging
pupils to leave the apparatus by saying such things as,
Lor example: "Now close your eyes and imagine what will
happen to the blacks when you do that", "Then do it and
ige 1f you were right", and "Put the coloured rods be-

hind your back. Now give me the blue one".

I was surprised when I began on this research some years
ago that I could not find any references to the use of
activities such as these in schools and it made me realize

that it was a very misunderstood and neglected area.

(If you still find it difficult to evaluate, think about
the uses and value of Mental Arithmetic and call what I
have just been talking about "Mental Geometry'.)

In fact the only detailed reference I have found on this
is in a book callsd "Mathematiical Education" written by
a man called Branford [11] published in 1924. He gives
excerpts from a mental geometry lesson with blird child-
ren. Remember as I read this that the teacher is also
piind. You might also care to closz your ayes and joln

in the lesson.

"I began the lesson by asking them to imagine an equila-
- teral triangle, which I named A B (, reading from the
apex, anti clockwise. (The base line BC is horizontal}

Then I asked what direction the line BA would take if I

L387
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produced it. The answer was to the right. What direction
will CA take if produced? Answer, to the left. Now, let

BA be produced as far as B is from A, and do likewise
with CA. Naw,'write P and E at the extremities wL the
produced lines, Suppose now that we join DE, what do you
observe? At once a boy answered, the line will be as

long as BC. (Note the rapidityiané comparative complexity
of this intuitive conclusion). Anything else? Yes, we
have made another triangle. Well, what else do you notice?
Two of its sides are equal. To what? To two of the sides
of the bottom triangle. How many =ides of 'n~ one are

equal to -7

Before I got further a boy answered thre.. '+ 1, is there

anything else? The angle at the apex of the top triangle
. is equal to the angle at the apex of the bottom one. Let

us take these triangles Zrom the wall, and lay them on

the floor. One or two at onece sald we might lay one on

top of the other. If we do, what shall we discover?

The one on top will fit on the one on the floor".

You may open your eves again now.

Remember what I said about being lazy visualizers because

we can see!

2, Hipresenting

If "imagining” as I have just described it may be a con-
troversial area, there can be no doubt that the ability

to draw and represent objects and ideas in a non=verbal

or non-symbolic way is an important ability. This is true
whether one is talking about a mathematician or a biologist,

a geographer or a physicist.
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But just because a person has an image of something does
not of course mean that he will be able to «draw that
image. That, more than anything &lse, is a learnt und
practised skill, But drawing, particularly in a geometri-
‘al context, rarely seems to be taught specifically. For
nome people of course, drawing cones easily, but for the
~ajority of us it is a far from easy skill. First of all
7ist distinguish between two types of drawing - copy-
ing .nd abstract representation, In the first, the aim
is L. put down on paper some shape which one can see
before one. This type of drawing is especially important
in 3D work and in Britain a great deal of this is done
under the heading of "Technical Drawing” (Technical Design
in other countries), so-called because of its engineering
connotations. Words like Plan View, Side Elevation, Front
Elevation will probably strike & chord with some of you
but for the other people I will “wention an exercise
which will illustrate the genera. idea, Try to think
of a shape which; when viewed in the x-dimension is a'
square, in the y-dimension is a triangle, and in the
z~dimension is 'a circle. The idea, then, is to represent
any shape by means of its 3 projections onteo the x, vy

and z planes.

This is, of course, not tue only way tn represent 3o
objerts - indecd one can find books entitled "3D scale
drawing” with many techniques illustrated and described
_12]. Pernaps we would hrar fewer complaints about students
not being able to "think in 3D" if teachers towok the

trouble to learn how o teach drawing skills.

Another book [13]] I have corie across -«<un- - zalled
"Exercises in Graphical Communicatior . 8 many
exercises for drawing freehand, (i.e. with. aids) .

That these drawing skills can be lsarnt is in absolutely
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no doubt.

0{ course we are helped these days by such aids as
isometric graph paper, but it must be remembered that
is.metric projection is only one form of projection,

others may produce a far more re~listic representation:

N7

' Far greater reallsm is produced by steroscopic pictures
and Gregory in his book "The Intelligent Eye" [14] makes
reference to a drawing instrument he has invented which

can draw shteroscopic pictures on a white wall-board.

Drawing maps and plan-view constructions of the class-
room or a toy or the schocl-building are also very use-
ful activities and need not be accurate in terms of
numerical scaling, to have the desirable effects. Priiers
school c=hildren are certainly capable of this type of
activity and one book I was reading recently on Geagr:.ny
teachiny 15| has the following sentence in it: "The
generaslization that school-entering six-year=olds can
read and make maps is treated now as the base-line datum

for ca1v aevelopmental studies."

Importanss tr ol trog. zopying skills are however, in
geometry at’ inde=d 1n mathematics generally we use many
aﬁétfagt representations - that is, representations of
ideas, of relationships and of operations. There is a
very complicated and sophisticated visual vocabulary and
grammar to be ?qarnt by the pupil, with many conventions
and rules tc ve followed, Make no mistake about it this
is a most difficult area for vur pupils to understand
and it is my h=lief that they need much more help and
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structured teaching than t! “aem ¢0 receive at present.

For a start there are so many tyves of visual represen-
tations which we use in mathematics, vet nowhere have I
seen any attempt to analyse these and organise them into
a coherent structure. I have made an attempt to do this;
but I must emphasize that this is only a bedinning.

(See Fig. 1) I have omitted 3D representations from this
chart and I am sure certain other representations are also
omitted, But the chart does help to show zome order and
coherence in the vocabulary of our representations. You
will see that there are three columns and three r¢ 7.
The three rows are firstly one dimensicral lins 4rd area

drawings.

The three columns are called Topological, Non--topological
non metrig; and metrie. Thus in the column classed as
topological, the only property which remains invariant

is that of connectedness. The method of representations
is unimportant and there is no metric involved. Thus

with B the order of A B C must remain

Aﬁ\c

unchanged but the distance frm A to B, A to C and B to £
and the representation used to conract the letters are

arbitrary.

With the next column that of non-topolegical non-metric,
connactedness is again preserved and the neturse Sf the -’
components of the diagrams alsoc remains invacviant. Thus
a stralght line must be represented as a straight line,
on cbtuse angle as obtuse, a circle as a circle etec., but
the length of lines and sizez (in degrees) of the angles

is unimportant.

For the metric column the two properties mentioned above
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reemabn dnvarlant and a third invariant is added to them
= that of a number or a metrie, Thas a length of Tom
is alwaya repregented as o length of 7em, (using a

guftahle sgale) and Angloes are represented accurately.

flesren, thenn, | present o {irst list of ddfferent sorts
ofiapat (Al ropresentat fope cbasal Ted dn termy of theldr
invarianta. The language and the headlngg used arpe
oxtromely tentatdve and thin olassification 10 nof cource

apwn L discussion.

Whether thin chart represents the vigual syllabus for
the teachior Lo work through, or a store of possible
represcntations for the pupil to draw from, we must be
aware of the conventions which oach representation
emplovs, Stranagelv it is often claimed that words are
ambiguous whereas a dlagram is not. This ambiquity is
only one of degree however as these two diagrams

{llustrate: -

(D =

Some conventions can be very confusing. For example, in
’Ei)A ' Bthc letters A, B are meant to

this Venn diagranm
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rofor to the sets Inslde the two curved, not to thoe sety

outside, which is where the lotters are placed.

1 often wonder whether teachers in fact are aware of
the conventions they are using. For example, they will
84y "Let up drav any triangle" and then they draw one.
A pupil mav feel, gquite rightly, that you can only draw
one, not any. It doesn't help of course for the teacher
to talk about drawing a "general" triangle = acain, you
jf\\ and to

can't. It dors 1o gooed to draw this b
~
RN

~

say It doesn't matter what a, b and ¢ are. You might
think, and say, that at least the triangle 18 non-specific.
This is implying that it isn't equilateral and it isn't
isosceles, it isn't right angled, ete. But as soon as it

is drawr;, it 1s a speclific, particular triangle,

Other problems are caused by the fact that the teacher's
blackboard is vertical whereas the puplls' books are
usually flat on a horizontal desk. Consider these phrases:
‘“fhe y-axis is vertical and the r-axis horizontal",
"What's the helght of that triangle?", "North is up",
"Drop a perpendicular”. Consider the transformations
which the child must learn to copr with those.

One tactie which teachers do adopt to overcome this
problem is to verbally describe the diagram, indeed

it is verv rare to sec a teacher present a diagram and
say nc%hihg about it! This does seem to be a potentially
dangerous tactic in that the teacher converts the two-
dimensimnal representation into a one-dimensional sequence
of words, and this implies to the child that he must look
at that diagram in that one way. Diagrams, however, axe
not to be looked at in one way by their very nature,

just as one would be dis-satisfied by somebody else's
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description of a beautiful palpting, bur lthere could be

a value for the untukored ove, just as one can learn a

yreat doal [from an oxpert artist
see in a particular paintling. The difference L8 that the
expert is really explaining about the hiddoen conventions
which are present in his diagram, andwhich an expert alone
can wnderstand. Another value for verhbally deseribing

a diagram is that it can provide a focus that 1is not
necesusari lv obvious. In other words, the teacher could
oxplain what the diagram is trying to represent, but as
with any form of communication, he must not expect that

the diagram will always succeed,

i
5
oy

I feel that there is another technique which has even more

i

This is actually building up each diagram in front

]

merit. T

of the pupils and it is surprising that it seems to have
a slightly unprofessional connotation. One suspects that
the pressures of mass media have undoubtedly helped to
create +his feeling; for example, with the lncreased use
of overhead projectors has come the increased pressure
for beautifully prepared diagrams.

+

OFf course, as well as helping pupils to learn the visual
(als} ons this diagram drawing enables them to learn
w diagrams themselves =~ a copylng or imitative

technique.

There are many more things one could say about representa-
tional techniques here but let me mention Just two more.

Consider giviag the pupils, as an exercise, the following:

Draw as many diagrammatic representations of
= § as you can. Consider what each has

3
ffer as a possible starting-point for

e
35
[ R
L
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Some examples might bo the following:

2 =] = (=]
a o (RPN IR S f SRR R
= st [=]

Also what about a visual proof, The nicest one [ have
seen is given by Richard Skemp In his book [ 16 |"The

Psychology of learning Mathematics®:

(516
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feel that we Lp mathematical education are not exploltling
this mean of communication to the fullest. As a modest
examp ler of what can be done, can 1 say that 1 have taught

a lesson lasting 1% hours, to a clags of 9years old chlldren,
introducing them to algebra, without saving a single woxd.
Communication was solely by means of dlagrams, symbols

and thes aceasional gegture,

Oriqginally I had planned to completo my lecture by dia-
cusalng the use of visual imagery and diagramming in the
solution of problems. However when I roecelved my copy of
the Conference programme [ discovered that my good friend
Trevor Fletcher has as the title for his lecture "Geo-
metrical insight and solution of problems".

1 am very happv to leave that topic therefore in his mosat

capable hands.
Let me therefore finish this way.

Perhaps 1 can permit myself a little speculation as to
what might be some of the implications of introducing
this "dlet" into schools. I think first of all that it
im likely that this type of work would he extremely
valuable for future sclentists, for future enginecrs,

for future draughtsmen, for future architects, for future
teachers, for future artists, for future advertiming ex-
perts, for future designers of all objects from town
planners to shoe designers and of course I feel it would
be valuable for future mathematicians. These I know arc
far from modest claims, but I feel that they are justified
particularly when one looks at today's geometry which so
many children feel is irrelevant to their lives and

futures.
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Another lmplication is that 1f this type of geometry in
to be taught well then other teachers as well as the
mathematlics teachers should be involved. Ceortainly
sclience, yeoygraphy, technieal design, art, and work-
shop teachers could contribute a great deal to help
make children more visually developed. We might even
goo a noWw word or two coming into the curriculum to
describe this interdisciplinary visual work - 1 Baw
it described in an article as "Graphicacy", with the
alm being to make children more "Graphicate”. 1 don't
think much of the word but I agree with Lhe sentiment
that lies behind it.

If what I have said seems to have little to do with
geometry as mathematics then I have been successful,
because what I set out to do was to tocus on two
visual aspects of geometry - the mathematical aspects

will, I am certain, be ewphasized by other speakers,
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A COMBINED ALGEBRA-GEOMETRY CURRICULUM FOR JAPANESE SECONDARY
SCHOOLS,

5. Iyanaga (Japan)

Let me begin by giving flrst some general explanatlions of
the educational system in our country.

Ouy prasent school system is as follows:

Ager (] 7 a 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 = 21

Grade: \17 2 3 4 S, E'i, J i EL, \}E(“li 1;;‘

school : primary Junier High Senior High University
" - I
_ —

Compulsory education

Our system is strongly controlled by the Ministry of Edu~
cation. Up to the secondary level, the curriculum is made
by a Government Committee, consisting of members named by
the Ministry. The text-books must coincide with the curri-
culum and be approved by the same Ministry. This makes the
education homogeneous throughtout the country, but it
rather slows down the speed of reform. The curriculum is
remade every ten years approximately, while the researches
for the reform are continuously performed by study groups,
some of which are subsidized by the Ministry. I should
like to explain in the following our present curriculum
and a plan of reform concerning algebra and geometry for
the secondary level, put forward by a group, to which I

am belonging, with exphasis on the Junior part.

Before doing this, I should give a brief description of
_our primary school curriculum. It contains the four

arithmetical operations on non-negative rational numbers

with applications to daily life questions; measurements

2U1
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of lengths, angles, areas, volumes, welght and time; geo-
metrical observations on triangles, quadrilaterals, espo-
cially parallelograms, rectanglass, squares; circles, cylin=-
dera, pyramids, cubes and spheres; the notion of sets is
introduced in the 4th Grade; in the 5th and 6th Grades,

some elementary notions on statisties and probability.

We have an almost unique curriculum for the Junior part;
but several curriculums for different courses ln the Senior
part, but to make the matter short, I shall talk here only

on one of these courses in the following.
Here s our present curriculum (voughly described):
7th Grade

- Some elementary number-theoretic facts such as divisibi-
lity criteria by 2, 4, 5, 3, 9 with applications for fin-

ding G.C.D. and L.C.M. of two integers (assuming without
proof the fundamental theorem of elementary number theory).

~ Introduction of negative numbers and four arithmetic
operations in U .(The words like group, ring, field are
not mentioned, but attention is drawn on the facts that
L 1is closed under addition and subtraction, and that
commutative and associative laws are valid for addition

and multiplication in &, etc.)

= Number line. Introduction of coordinates on a line and

on a plane.

- Use of letters to represent number. (First introduction

to algebra.)
- Notion of functions and their graphs, especially of linear

funktions kx and of the function k/x (with reference to
iy gy f
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"direct and inverse proportions".)

~ Displacement of figures. Symmetry with respect to a point,

a line or a planc.
~ Conditions for congruence of triangles, and properties

of parallel lines with some appllcations to parallelograms,

elo.

- Usc of such symbols in set theory like € , {d, b, ¢}, &,

S, N, U, @,

- Introduction to logical reasoning using such words as

"and", "or", "not", "If... then...".

- Blementary stat “les (Histpgram, mean value.)
gth Grade.

- Addition and subtraction of simple polynomials.

- Linear equations and inequalities. Solution of simultaneous

linear eguations with twoe unknowns.

Use of the symhols like § to represent functions,

Linear functions ax +b.

- Meaning of neutral and inverse elements with respect to

an algebraic operation.

- Some examples of simple (finite) algebraic system (like i
med m).
= Conditions for triangles to be similar with applications.

Homothetic transformation.
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= Numbers of permutatlons and comblnatlions with applications
to some problems on probahility,
9¢h Gaade.

= Quadratic roots of positive numbers. Solution of guadratic

equations and inequalities,
= Multiplication of simple polynomials, Formulas like
1 :
(@ + b)" = a2+2ab4:b2 with their usec to factorization of
polynomials,
= Graph of functions like dx{ ax;

- Pythagorean theorem,

= Properties of circles, concerning especially angles at

the circumference.

- Polyhedra and Euler's theorem as an example of topolo-
gical properties of figures,

- staéisticsz meaning of varlance and of correlation coeffi-
cient,

102h Grade,

- Real numbers as coordinates on a straight line.

= Operations with polynomials (Including division).

Equations and inequalities (prinzipally guadratic.)
Solution of some numerical equations of degrees 23 Ly

factorization,

Plane coordinate geometry dealing with straight lines

201
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and circles .

Vectors on a plaine.

Graphs of functloms like arl 4bxtc, Cxwb) Jexrd),

L]

Exponential, logaxithmic and trigonometric functions.

Soms more probabi lity,

11th Guade.

Vectors L1 space.

Matrices (mostly 2 x 2 matrices),

- Bequences of nunbers.

Introduct lox to caleulua,

Axiomatic stfucture of plane geEometry.
12th Gude.

- dDifferential armd dntegra)l caleculus.

- Probalbxility and seatlistles,

This curriculun includes "modern™ materials concerning logic
and set thedry, algebraic structures, topological ideas,
linear algedra, probability . (ln other courses for Senlor
liigh which 1 have not explained, mach materials concerining
computer sclemxte ire also included.) On the other hand, it
contains the *technical part" of Buclidean geometry in
rather old fashien. E.4, In the 7th Grade, conditlons for
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congruenca of triangles are stated as results of observa-
tions, from which gsome th-orems are deduced im classical way.
It ia, to be sure, one of Lhe most important featurxes of
present-day mathematics that it be developed logically from
an explicitly stated system of axioms, and it is a remarkable
event in the history of science that the first model of this
idea was given by the Greek geometxy. But the author of

our present cuxriculum thought it too difficult for Junior
High atudents to grasp this idea and avoided to introduce

the vord "axiom® in Junior High course. Instead, an item
"Axiomatie stricture of plane geometry" is placed in the
courge of the 11th Grade, but its developments in most
text-books are rather perfunctory. We thought that this

point should be amended.

1 shall now explain our reform plan.
1th Grade,

Concerning the algebralc part, we have found no need for
great change except for the following:

We could introduce intuitively real numbexs as coordinates
on a straight line at this stage already. Even If we post-
poned this introduction to the 10th Grade as in our present
curriculum, it seems difficult to deal, with perfect rigor,
real nunbers in secondary schools. One could speak of an
approximate value (e.g. in decimal fractions) of a real
namber at this Grade, and operate intuitively with real
nanbexs., '

On the geometric mide, the students axe already sufficiently
accustomed to such fiyures as triangles, quadrilaterals,
cireles, cubes and spheres in primary schools, and they
possess now also the notion of gets. It will be time for

200
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them to learn to express clearly what they mean by these
terms, to define the figures from the known, basic figures.
To do so, they will be aware of the necessity of knowing
first the fundamental properties of these basic figures.
When we state all these essential properties, we obtain
axioms. We have not to mention however this word of "axiom"
in this Grade; we could postpone it to the next Grade, but
it will be possible, and interesting for the students to
learn the clear formulation of these fundamental properties
together with some of their easy concequences.

As it is often said, Euclid was, in fact, lacking in rigor

and it would be too cumbersome for educatiohal purposes

to develop the whole system of Euclidean geometry as rigorously
as Hilbert has done it. But combined with algebra, notions

of mets and mappings, there will be some way of developing
geometry falrly rigorously on ground of axioms, which will
appear natural, and not so conventional, to the students.

- This ist our basic idea.

At the beginning of the 7th Grade, explanations will be
given about such fundamental ideas as points, (straight)
lines, planes and spaces. The students possess surely these
ideas from the primary schools, but e.g. the difference
between the line and the segment will not be always clear,
As the line 1s coordinatized, the definitons of half-line
or ray and of segment will be easily introduced. It will
be stressed that the line is a set of points (a subset of
the space), bijegtlvely carréspﬂﬁding teo R ., The notations
used by Moisge: Pg Eg AB AB AF etc. will be useful and it
will be good anyway to introduce the notlons repzesénted
by them,

The incidence axioms such as: two different points determine
a line; three non-collinear points determine a plane and
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the parallel axiom, will also be stated and explained at

this Grade as results of cbservations.

It will be also observed that a line on a plane divides 1t

in two halfplanes. If A, 8, ( a-+ non-cgllinear points,
the half-plane caﬁtaiﬁing ¢ with the boundary AE, could bhe
denoted byfﬁ£§¥p and the other half-plane with the same
boundary ?gﬁg . (The boundary will be considered as not be-
longing to the half-plane. The "closed half-plane' contai=-
ning the boundary will be denoted by x£§ with thicker

line.) Likewise, the notion of half-space will be introduced.

We think it will be interesting to introduce here also
the notion of convexity. A set of points § is copvex, if
59 A, B> 8o AB. It will be observed that segments,
half=lines, half-planes and half-spaces are convex, and
it will be proved that the intersection of two convex sets

is convex.

A, B, C being three non-collinear points, the angle

< ABC ( = 180°) will be defined as the union of its

interior jé%? ﬁéﬁ , sldes 7;?,‘§E and vertex B; it will

be shown that an angle and its interior are convex. A
triangle a ABC will be also determined by three non-,
collinear points A, B, C. The sides of this triangle

are three segments jii E?i E?E its vertices are thiéé-
points A, B, C, its interior is the intersection of three
hal f=planes like fggg s ABC means the union of all these
sets. a AEBC and ist interior are also convex. Again, three
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non-collinear points A, 8, C determine also a 54&51553,

with means the triple (A, thxgg).

The students know from primary schools about translations,
symmetry with respect to a point, a line or a plane. It
will be mentioned now ‘that all of these are mappings of

the space (or a plane or.a line, acvording to circumstances)
to itself (or to another plane or line) which do not change
the distances between corresponding points, nor the angles
Eetween corresponding rays; The notion of not ions {(mappings
which keep the distance invariant) will be introduced and
it will be ocbserved that there’is'exactly one motion send-
ing a given flag to another given flag.

These will be the essential "reform" concerning the 7th

Grade.

Thus our new curriculum for the 7th Grade will look like
this:

Natural numbers (including factorization, 6.C.D.,Euclidean
algorithm, LlCiMé)

Computations with non-negative rational numbers (with appli-
cations of G.C.P. and L.C.M.)

Mensuration of gquantities and computations with approximate

values (intuitive introduction of real numbers).

Negative numbers, number line (i.e. coordinatized straight

line) . -

Use of letters to represent numbers (first introduction to

algebra) .,

Functions (as in the present curriculum).
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Linear equations anpd inegualities,
]
Notions of logie, set theory and statistics as in the pre-=

gent curriculum plus notion of mappings.

Fundamental figures (point, line, plane, space; half-line,
half-plane, half~space, segment), and their properties
{including convexity) .

ES
¥

Angle, triangle, éirclé; cylinder, pyramid, sphere.

Transformation of figures (translation, rotation, symmetric
transformation with respect to a point, a lipe or a plane,

motion, congruence).

Area of plane figures. {Mention that two congruent figures
have the same area and the volume of a figure which is

the "sum" of two figures equals the sum of the volumes of
these figures, and deduce thereof known formulas).

Volume of ecylinders and of pyramids.
gth Grade.

No spectacular change will be necessary in the algebraic
part, but it will be interesting to deal with some simple
problems of linear programming as application of linear

inegqualities.

On the geometric side, an easy part of the incidence geometry
in 3-dim. space (up to the point to show the transitivity of
parallel relation of lines) will be treated in th% first
part. Then an axiomatic construction of plane geomgyry will
ique

)

come using in particular the axiom that there is a\up
motion sending a flag to another. Our curriculum wil

as follows:

2.0
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Algebraic and probabilistic parts as in the present curel=
culum plus some applications to linear programming and
quadratic root of positive numbers (in connection with
Pythagorean theorem) minus finite algebraic systems {which

have no further developments).
Incidence geometry in space.

Aciomatic construction of plane geometry (up to Pythago-
rean theorem,)

9¢h Gnade

The essential "reform" being done in the 7th and 8th Grades,

Quadratic functions, equations and inequalities, (Formula
for solving quadratic eguations, discriminant, complex num-
bers, some arithmetic properties of quadratic roota. such
as the irrationality of v2.)

Computation with polynomials (including factorizatian).

Functions like ax{ lax +b)/lex+d). Inverse functions.

Continuation of plane geometry (including theory af similar
figures.)

Trigonometric functions and Gaussian plane.

Statistics as in the present curriculum.

+++
In our présent curriculum, the treatment of trigonometric
functions is postponed to the 10th Grade which hinders the
introduction of Gaussian plane in the secondary mathe-
matics, which is a great disadvantage.
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I shall not go into the details in the "Senior" part. This
"raform® would remove the "modern” materials like finite
algebraic structures and Euler's theorem from the Junior
part, but the whole course would be far more systematized,

At present this reform plan is only at the stage of being
presented as a proposal; obviocusly it has to be more elabora-=
ted and experimented. I am not quite sure if any part of it
could be adopted officially in the future Japanese curriculum.
I hope however that this report could be of some interest

to you.
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ANSCHAUUNG UND AX1QMATIK - DARGESTELLT AN EINER BEGRUNDUNG
DER EBENEN ABSOLUTEN GEOMETRIE

Glinter Ewald, Bochum

I, Zum Begaiff den Anachauung

Seit langem ist man sich dariber einig, wie das Verhiltnis
von Anschauung und Axiomatik in der Geometrie zu sehen ist:
Axicme der Gecnetrie werden zwar durch die Anschauung mo=
tiviert, aber die Geometrie als mathematische Disziplin be-
steht nur in Folgerungen aus den Axiomen. Die Axiome sollen
widerspruchsfrei und genligend einfach sein, mdglicherweise
auch vollstdndig. Sind sie einmal festgelegt, dann kann zwar
die Anschauung noch flir die Vermutung von S3tzen hilfreich
sein; die Beweise solcher Sitze erfolgen aber jenseits an-
schaulicher Argumentation durch streng loglsche Deduktion
aus den Axiomen.

Dies h#rt sich zwar einfach und plausibel an, bedarf aber
einerseits einer Prizisierung und andererseits einer kon-
kreten Ausflillung. Priziser beschreibbar wird das Verhdlt-
nis von Anschauung und geometrischen Axiomen erst dann,
stehen ist. Meistens hat man nur einen vagen Begriff von
Anschauung oder flihrt ihn negativ als die Summe nicht-lo-
gischer Randbedingungen beil der Entstehung elnes geome=
trischen Satzes ein. Es erscheint daher lohnenswert, den
Begriff der Anschauung zuvor zu analysieren, ehe wir im
einzelnen auf das Verhiltnis von Anschauung und Axiomatik
in der absoluten Geometrie eingehen.

Was wir Anschauung nennen, steht in engem Zusammenhang mit
dem allgemeineren Begriff des intuitiven Denkens und Er-
fassens. In der deutschen Ubersetzung von Poincarés Buch
"per Wert der Wissenschaft" wird das franzdsiache Wort
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"intuition" unmittelbar mit "Anschauung" {bersetzt. So
heift es dort: "Wir haben ... mehrere Arten von Anschau-
ung, erstens die Berufung auf die Sinne und die Einbil-
dungskraft, dann die Verallgemeinerung durch Induktion, die
den experimentellen Wissenschaften sozusagen nachgebildet”
wird; wir haben endlich die Anschauung der reinen Zahlen",
aus der der Schluf vom n auf n+] hervorgegangen ist, "und
die allein die wahre mathematische SchluBfolgerung erzeu-
gen kann." (4, 5. 16)

Betrachten wir das genauer.

1. Bel der "Berufung auf die Sinne und die Einbildungzkraft'
hat Poincaré ein sehr allgemeines Prinzip vor Augen, das
entscheidend zur Entwlcklung der Mathematik beigetragen hat.
Es ist eine Tendenz, die in gewisser Weise den Geometer ge-
genliber dem Analytikexr kennzeichnet. Die Analytiker gehen
Sehritt filr Schritt vor, nur von der Kraft der Logik ge-
leitet. Sie handeln, wle Poincaré& sagt, "nach der Methode
eines Vaubaﬁ; der mit Seinen Belagerungswerken geden éine
Festung vorrilckt, ohne dem Zufall das geringste zu Uber=
lassen". Die Geometer dagegen "lassen sich durch die Anschau-=
ung leiten und machen, ¢leich kiihnen Reitern im Vorpesten=
gefecht, mit einem Schlag groBe Eroberungen, die aber nicht
immer zuverldssig sind™, (4, S. 8) Es ist der Unterschied
zwischen Meray und Felix Klein, zwischen Hermite und Bertrand,
Welerstraf und Riemann, Frau Kowalewski und Sophus Lie.
Wihrend etwa WeierstraB alles auf die Betrachtung von Reihen
und deren analytische Unformung zurlickfdhrt, nimmt Riemaﬁn
sofort die Geometrie #m Hilfe, "jede seiner Vorstellungen
ist ein Bild, das man nie wieder vergipt, wenn man einmal
den Sinn erfapt hat". (4, 8. 11)

notwendige Bestandteile mathematischer Forschung, sie er-

glinzen sich. Sicherligh ist es Ubertrieben, sie auf Mathe-
matiker in dem Sinne aufteilen zu wollen, daB der eine ganz
Analytiker, der andere ganz Geometer sei. Aber die Akzente
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sind verschieden und der Akzent des stiérker Intuitiven

ist das, was Poincaré als erste Art der Anschauung dar-
stellt. Abstrakte Gedanken kristallisieren in einer op-
tisehen Vorstellung und erhalten so eine Unterstiitzung

und meue Verarbeitung durch die Sinne. Dabei kommt es sehr
auf ein gut MaB an Phantasie, an "Einbildungskraft" an,
mit der man allgemein mathematische und insbesondere geo-
metrische Zusammenhinge erkennt.

2. Was die Verallgemeinerung durch Induktion betrifft, so
welst Poincard selbst auf den Zusammenhang mit den experi-
mentellen Wissenschaften hin. Wenn an zahlreichen Beispielen
der gleiche Sachverhalt beobachtet wird, so vermutet oder
behauptat man, daB dem ein allgemeines Cesetz zugzﬁnde
liegt, Mift man in vielen Dreiecken die Winkelsumme und
erhélﬁ immer wieder 180°, so gelangt man zur Annahme, daB
diag immer so seli (wobei offen bleibt, wie der Satz iUber
die Winkelsumme im Dreieck historisch entstanden ist).
swar erscheint es uns trivial, daB die Becbachtungen eines
mathematischen Sachverhaltes selbst nicht als Bewels gel-
ten kénnen, aber nicht filr jeden ist das selbstverstdnd-
lich., S0 schickte vor einigen Jahren ein mathematischer
Amateur (mit einem gehobenen Beruf) eine Arbeit an das
Mathematische Institut in Mainz, in der er an 200 Zahlen-
beispielen zeigt, das der Fermatsche Satz nicht stimmen
kann und schlieBt, daB damit das Problem geldst seli. auf
einen freurdlichen Brief eines Mitarbeiters hin, in dem
erliutert wurde, daB dies kein Beweis sei, schickte er
hinzu: "Ic¢h nehme an, daf damit Ihre Bedenken zerstreut
sind". '

Auch beim induktiven Erfassen handelt es sich nicht nur

um Sachverhalte der Geometrie, sondern allgemein der
Mathematik, ja der Wissenschaft {berhaupt. Die Abstrak=-

spiele ist ebenso wie das intuitive Erfassen ein allge-
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meines Prinzip, das Poincaré als Anschauung bezeichnet.

- 3, Bleibt noch die "Anschauung der reinen Zahlen", in der

B sich uns das Prinzip der vollstindigen Induktion sozu-
sagen aufdringt. Genauer gesagt handelt es sich hier um
ein synthetisches Urteil a priori im Sinne von Kant. Der
SchluB von n auf n+l ist weder ein notwendiges Ergébnis
der Erfahrung noch die logische Folge aus vorgegebenen
S8dtzen (es sei denn, man steckt in diese Sitze das Prin-
zip der vollstindigen Induktion schon hinein). Er ist
vielmehr Ausdruck der ordnenden Kraft unseres ngstandes,
mit der wir die Millionenflut der Sinnesreize zu gestal-
ten vermigen. Auch diese ordnende Kraft wird von Poincaré

als Anschauung bézéichngt;

Dem kénnte man im Rahmen der Kant'schen Philosophie noch
eine weitere Art der Anschauung hinzufiigen, die zu den
Eeéinguﬁgén fir die Mdglichkeit synthetischer Urteile &
priori gehdrt. Kant spricht von Raum und Zeit als von den
"Formen reiner Anschauung". Raum und Zeit sind nicht Er-
gebnisse unserer Erfahrung. Vielmehr setzt unsere Erfah-
rung schon Raum und Zeit voraus. Raum und Zeit sind also
objektive Bedingungen fiir die subjektive Verstandestdtig-
keit, die wir ausiiben.

In welchem Sinne wollen wir nun von Anschauung sprechen,

vwenn wir das Verhdltnis veon Anschauung und Axiomatik in

der absoluten Geometrie betrachten? Wihlen wir eine der

drei von Poincaré genannten MSglichkeiten oder viellelcht

eine ganz andere? In der Tat bietet Poincaré einen brauch=-
baren Ansatzpunkt, und zwar mit allen drei Arten von An- N
schauung. Es handelt sich dabei gar nicht um die Verwen=

dung desselben Namens fir drei v$llig verschiedenartige

Dinge. Vielmehr hlngen die drei Arten der Anschauung eng
miteinander zusammen, So k&nnen Beisplele Ausgangspunkt = .. ...
und AnlaB sein flr den Flug der Phantasie, die vom ein-

zelnen ausgehend dgréfere Zusammenhinge erfaft, Intuition
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und Empirie, Vorstellungskraft und Induktion ergédnzen und
stiltzen sich gegenseltig. Beide finden wiederum im synthe-=
tischen Urteil a priori ihre Festiqung. Der Schlug von den
Beispielen auf das allgemeine Gesetz ist nlimlich genausn
wie der SchluB von n auf n+1 ein synthetisches Urteil a
priori. Um das "a priori" zu vermeiden,kann man auch ain-
facher sagen {(das l3uft auf dasselbe hinaus), wir haben es
mit ein=m Hebel unserer Verstandeskraft zu tun, mit dem
wir an eine Bewdltigung der Welterfahrung herangehen. Die
synthetischen Urteile a priori sind keine notwendigen Fol-
gerungen aus der Erfahrung, sondern Setzungen,. Axlome, die
Ordnung in unsere Erfahrung bringen. (Flir Kant waren ja die
Axiome der Mathematik prototypisch fir synthetische Urteile
a priori). Intuitiv erfaBte Sachverhalte bediirfen dann, so-
fern sie nicht selbst als Axiome erklirt werden, der lo-
gischen Rilckfllhrung auf Axiome, d.h. eines Bewelses.

So ist also Anschauung nicht ein Anhingsel, das man beim
Aufstellen mathematischer, besonders aber geometrischer
Axiome und SHtze in Kauf nimmt. Vielmehr ist Anschauung
ein philosophisches Fundament, auf dem die Beziehung zwi-

ruht. Sie spielt {iberall in der Mathematik eine Rolle,

wenngleich sie in der Geometrie als ihrem Ausgangsort

in besonders klarer Weise sichtbar wird. Anschauung ist

auch innerhalb der Mathematik eine unverzichtbare Kraft,

ohne die die Mathematik ein starrer Formalismus mit ge- .
ringem Erkenntniswert bliebe. Genauer gesagt, ohne An-

schauung gHbe es Uberhaupt keine Mathematik.

Paht man "Anschauung" in diesem Sinne, dann ist das Auf-
gstellen geometrischer Axiome nicht nur durch Anschauung
motiviert, sondern in der Anschauung beqrindet.

Allerdings stellen wir im einzelnen noch besondere Forde= e e

rungen an die Anschauung, wenn es um Axiome geht., Diese
Forderungen sind nicht erkenntnistheoretischer,; sondern
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denkdkonomischer und dsthetischer Natur. Axiome sollen ein-
fach und mdglichst gut durchsichtig sein. Dabei gibt es ’
keinen eindeutigen Begriff von "einfach”, wenngleich man

im einzelnen Griinde daflir angeben kann, warum das eine
Axiom einfacher ist als das andere. ?rinziéiell kann man
jedoch auch komplizierte Sachverhalte als éxiame satzen

und einfachere als SH8tze daraus herleiten. Da man jedoch
die Widerspruchsfreiheit von Axiomen nachwelsen muB,
empfiehlt sich auch hier meistens die Zugrundelegunyg
mglichst einfacher Annahmen. Dies ist eine Frage der Denk-

Skonomie.

Entsprechend ist es mit dem dsthetischen Aspekt. Sowohl
die Ksthetik der Sprache wie die Xsthetik in den vorge-
stellten mathematischen Objekten sind nicht erkenntnis-
theoretische Notwendigkeiten, sondern kommen unserer
Phantasie, unserem Empfinden und meist auch der Durch-
gichtigkeit von Sachverhalten entgegen.

II. Axiome den absofuten Geomeirie

Wenden wir uns nun einer axiomatischen Begriindung der
Geometrie zu! Die urspriinglichen Objekte der Geometrie

waren idealisierte Kdrper wie Geraden, Prismen, Pyramiden.
Allerdinges erkannte man schon sehr frith, daB sich fir eine
logischa Handhabung der Geometrie die Elementarbaustaine
Punkt und Strecke bzw. Punkt und Gerade besonders gut
eignen. 50 dient heute mit Recht eine propideutische Be=-
trachtung von Prismen und Pyramiden dazu, daB der Schiiler
anhand der Ecken und Kanten ein "filhlbares™ Verhlltnis

zu den abstrakten geometrischen Begriffen "Punkt', “Strecke'
bzw. "Gerade" entwickelt. Man geht vom Ganzen zu den Teilen
und baut auz den Teilen mit Hlilfe von Eilgenschaften und Rela-
tionen der Teile (z.B. Lingen, Winkel) wieder das Ganze auf,

.

Will man allerdings ein breites, axlomatisches Fundament
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der Geometrio gewinnen, so darf man nicht bel der Analyse
einzelner Kérper mit sehr speziellen Elgenschaften stehen-
bleibsn. Beobiachtete Kigenschaften milssen vom einzelnen
Objekt abl&sbar selin. Besonders klar tritt dies bel Inzl-
denzelgenschaften von Punkten und Geraden zutage. (Zum
Folgenden vgl. die Einfihrungen in (2) und (3)).

Fragen wir noch einmal: Was sind Uberhaupt Punkte und Ge-
raden? Wir sprachen schon von den Ecken geometrischer
K8rper, die wir als "punktfbrmig" empfinden. S5ie treten
auch In Wolinrdumen auf, etwa dort, wo sich Decke und zwel
Winde treffen. Wir reden von einem "Treffpunkt", wenn

wir eine bestimmte Stelle meinen, wo sich Menschen zu-
sammenfinden. Auch kleine Flecke werden als Punkte be-
zelchnet, etwa der Punkt am Ende eines Satzes, der durch
Auftragen einer kleinen Menge von Bleistiftkohle, Tinte
oder Kugelschreiberfarbe auf Papler zustandekommt. Etwas
abstrakter, aber immer noch techniseh motiviert, ist der
Begriff des "Drehpunktes" oder "Mittelpunktes" einer
kreisférmigen Scheibe. Geht man schliefilich dem sprach-
geschichtlichen Ursprung des Wortes "Punkt" nach, so
sttt man auf das lateinische Wort "pungere" = stechen,
d.h. auf die Verbindung der Vorstellung "Punkt mit Nadel-
spitze" bzw. "Speerspitze" und dem Loch, das durch diese

erzeugt wird.

Khnlich steht es mit dem Begriff der "Gerade", Wir haben
eine Vorstellung von Geraden bel den Kanten der Prismen
und Pyramiden, beim ZusammenstoBen zweler Wdnde eines
Zimmers, beim Spannen eines Fadens. Allerdings tritt
hierbei eine eigenartige Doppelheit zwischen "Gerade"
und "Strecke" auf. Technisch begegnen uns nur Strecken.
Aber das unbegrenzte Aneinanderfligen von Strecken dringt
sich anschauliech auf. Euklid hat die unbegrenzte Verlinger=
barkeit der Gerade in seine Postulate aufgenommen. Viel-
leicht war es nur ein historischer Zufall, daB8 Punkte
und Geraden, nicht Punkte und Strecken zu den Grundbau-
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steinen der Geometrie erklidrt wurden. Aber es spricht
durchaua viel dafdr, dan der Begriff "Gerade" sich auf-
grund seiner gré&feren mathematischen (nicht anschau-
lichen) Einfachhelt und Homogenitdt durchgesetzt hat.
Alle Punkte einer Geraden sind gleichwertiqg, der Unter=-
schied gzwischen inneren Punkten und Endpurkten ent-
fillt. Eine Gerade ist durch je zwel ihrer Punkte be=
stimmt, eine Strecke nur durch ihre Endpunkte. Bei

der historischen Entwicklung des Begriffes "Gerade"
spielte das gespannte Seil eine grofe Rolle, nicht nur
ala Urbild einer gcometrischen Linie, sondern durch
seine Verwendbarkelt fiUr die Zeichnung von geraden
Linien, Kreisen und rechten Winkeln. Die altHdgyptischen
Geometer wurden von ihren griechischen Schlllern als
"Seilspanner” bezeichnet, und die dlteste geometrische
Abhandlung aus Indien Uber die Konatruktion von Altliren
heiBt "Sulvasutra” = Regeln des Seils. (Vgl. hierzu

(5, 8. 4)).

SehlieBlich bemerken wir noch, daf wir die Vorstellung
der Gerade auch bel der Betrachtung axialsymmetrischer
Objekte vorfinden. Alle hdheren Lebenwesen besitzen
einen symmetrischen Bau, der sich in einem frontal auf-
genommenen Bild in axialer Symmetrie niederschligt.
Interessanterweise wirkt dieser sich im Bau von Autos
aus, die sbenfalls bel frontaler Betrachtung axial-
saymmetrisch sind. Sehr eindrucksvoll sind auch die
Spiegelungen an ruhiger Wasseroberflilche oder die Er-
zeugung von Tintenklecksen in gefaltetem Papler.

Soviel zundchst (iber die anschaullche Motivation von
"punkten” und "Geraden". Stellen wir jetzt die Frage,
was Punkte und Geraden "wirklich" sind, dann milssen
wir zugeben, daB wir keinen Schritt weitergekommen
sind. Dles liegt aber nicht daran,; daB wir einen=
falschen Weg gewihlt haben, sondern daran, daf’ die
Frage selbst nicht sinnvoll ist. Schon Euklid hat uns
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das vorgefilihrt, ob hewuBt oder unbewuBt, ist nicht be-
kannt: In Eukllds "Elementen" wird ein Punkt als das
definiert, was keine Teile hat, und Geraden werden als
"Linge ohne Breite" eingefiihrt. In den Axiomen und Be-
waelsen wird allerdings von diesen Definitionen (ber-
haupt keln Gebrauch gemacht. Lediglich auf die Rela-
tionen zwischen Punkten und Geraden kommt es an, nicht
auf die "Objekte", die wir Punkte oder Geraden nennen.
Auch die Erklidrung, ein Punkt sei eine "Idealisierung"
von sehr kleinen Objekten, bleibt im Bereich der An-
achauung und geht nicht in die mathematischen Uberle-
gungen ein, es sei denn, man hat bereits eine Geometrie
mit Metrik oder Topologie entwickelt, in der ein Punkt
nachtridglich als Grenzwert einer Folge von Figuren an-
gesehen werden kann, deren Durchmesser gegen Null
strebt.

Hilbert hat am schdrfsten diesen Sachverhalt ausgedriickt,
wenn er sagt: Man kann sich unter Punkten und Geraden
auch Stithle und Tische vorstellen.

Gleichwohl darf man dies nieht als Freibrief fiir einen
willkirlichen Umgang mit geometrischen Objekten ansehen,
jedenfalls dann, wenn die Geometrie Erkenntnisse iber
den physikalischen Raum und die Objekte im Raum liefern
soll. Man kann zwar willkiirlich Axiome setzen und dabei
eine geometrische Sprache benutzen. Will man aber mit
der Geometrie Ordnung in unsere rdumlichen Sinnesein-
drilcke bringen, dann muB man von den anschaulichen Ge-

gebenheiten ausgehen.

Eine der interessantesten Fragen ist hierbei die nach
der Eindeutigkeit der Anschauung. Dafl zwei verschiedene
Punkte durch genau eine Gerade verbunden werden, ist
anschaulich aufgrund zahlreicher Erfahrungen akzeptiert.
Dennoch ist von dem didnischen Geometer Hjelmslev eine

sogenannte "natiirliche Geometrie" axiomatisch begriindet

221




O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

212

worden, in der von "benachbarten Punkten" die Rede ist.
Derartige Punkte werden durch viele Geraden verbunden,
in Anlehnung an die anschauliche Feststellung, daB wir
Punkte als "Flecke" ansehen, die, wenn sie nahe anein-
anderriicken, ineinander verschwimmen. Dieser Aufbau der
Geometrie ist ebenso legitim wie derjenige, in dem je
zwei Punkte eindeutige Verbindungsgeraden haben. In-
dessen ist er eher durch Nichtanschauung als durch An-
schauung motiviert. Genauer gesagt: Hijelmslev tfégt

dem Versagen der Anschauung bei ineinander verschwimmen=
den physikalischen Punkten dadurch Rechnung, daB er
nicht idealisiert und die makroskopisch anschaulichen
Annahmen {Ubertrigt, sondern das Gegenteil ausdriicklich
zuldgt.

Sehen wir von dem Ausnahmefall Hjelmslev'scher Geome-
trie ab, dann bleibt hinsichtlich einer Motivation ein-
deutiger Verbindungsgeraden immer noch folgendes Problem:
zwar denken wir hierbei heute ebenso wie die indischen,
dgyptischen und griechischen Mathematiker meist an einen
swischen zweli Pfihlen oder den Hinden stramm gespannten
Faden. Aber Geraden treten ja auch als Kanten auf, in
denen sich ebene Flichen schneiden. Es wire denkbar,

daB die so gewonnenen "Geraden" andere Eigenschaften ha-
ben als die aus gespannten Fiden abgeleiteten. Wir legen
demgegeniiber eine Identitét der beiden "Sorten" von Ge-
raden zugrunde. Hierin liegt anschaﬁlich gesehen eine
starke Abstraktion, wenngleich sich diese hinterher auch
empirisch bestdtigen 148t, etwa indem man auf den Maurer
hinweist, der mit Hilfe eines Lotes nachprift, ob eine
Mauerkante gerade ist.

Entsprechendes istiiber die Beziehung von gespanntem Faden
und Lichtstrahl zu sagen. Wir nehmen an, daB es gich bei-
des Mal um die gleiche Art von Geraden handelt und be-

stdtigen dies dadurch, daf wir flach {iber eine Kante hin-

wegschauen: Die Kérperkante féllt optisch in einen Punkt
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Zusammen.

Bleiben wir also filr unsere Zwecke dabei, daB zwel ver-
schiedene Punkte stets durch genau eine Gerade verbunden
werden. Als ersten Schritt zu einer axiomatisch begriin-
deten Geometrie legen wir daher (in der Formulierung

von Hilbert) fest: Gegeben seien zwel Mengen von Dingenj
die Elemente der einen nennen wir Punkte, die der anderen
Geraden. Zwischen Punkten und Geraden sei eine Inzidenz-
beziehung "liegt auf" gegeben.

Axiom T 1: Zu je zwel verschiedenen Punkten gibl es genau eine
Genade, auf den sie bedide Liegen.

Wir fiigen die beiden folgenden "Reichhaltigkeitsaxiomae"
hinzu (aus Zeitgriinden gehen wir hier nicht auf das Pro-
blem der endlichen Geometrien ein):

Axiom I 2: Auf jeder Geraden Liegen mindestens drel verschiedene
Punkte. ‘

Axiom I 3: E4 gibt drel nicht auf einen und derselben Gerade ge-
Legene Punkie.

Wenden wir uns nun dem Prollem der Parallelen zu. Be-
kanntlich hat man lange versucht, das euklidische Pa-
rallelenpostulat aus den anderen Euklidischen Axiomen
herzuleiten. SchlieBlich stellte man fest, daB dies
nicht geht und entdeckte die nichteuklidische Geome=
trie. Analysiert man einmal das Parallelenproblem nicht
historisch, sondern von den Problemen der Anschauung
her, so stellt man fest, daf sich die MBglichkeit alter-
natlv;r Geometrien nicht nur logisch, sondern auch an-
schaulich anbietet. Gestatten Sie, daB ich dies mit
einer Frustration erliutere, die ich als Schiller der
mittleren Klasse hatte, lange bevor ich etwas vom Pa-

rallelenstreit wufBte.

Unser Lehrer sagte: "Parallele Geraden schneiden sich

)
X
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im Unendlichen" und begriindete das folgendermafen: Man
drehe zwei Geraden mit
Schnittpunkt P um je
einen ihrer Punkte A
bzw. B, bis sie parallel
sind. Dann wandert P
nach unendlich. Also
schneiden sich parallele
Geraden im Unendlichen.

Der dgleiche Lehrer brachte uns an anderer 5telle des
Unterrichts bei; Hilt man einen Kreis in einem Punkt

fest und 138t den Mittelpunkt in einer Richtung nach
unendlich wandern, dann geht der Krels in eine Gerade
dber. JIch sagte mir nun: Wenn man zwel (nichtschnei-=
dende)Kreise in ihren zu-
einander am ndchsten ge-
legenen Punkten A, B fest-
hdlt und die Mittelpunkte
in entgegengesetzter Rich-
tung nach unendlich wandern
l48t, dann gehen die Kreise
in, parallele Geraden {iber.

Ihre Punkte kommen sich nir-
gends ndher als A und B. Also schneiden sich parallele Geraden
nicht. Ich konnte diesen Widerspruch nicht verstehen und
bekam Komplexe. (Ich war zu schiichtern, mich deshalb an

den Lehrer zu wenden.)

Wenn es um Probleme des Unendlichen geht, so kann unsere
Anschauung nicht nur versagen, sie kann auch zu logisch
entgegengesetzten Schlilssen kommen. Dies sagt keineswegs
etwas gegen die Anschauung, im Gegenteil::Hitte man
konsequenter die Anschauung in der Parallelenfrage zu
Hilfe gezogen, wire man vielleicht eher auf die nicht-
euklidische Geometrie destofien. Hat man sich einmal klar-

gemacht, diB man die Sdtze der Geometrie nicht aus der
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Anschauung herleitetet, sondern die geometrischen Axiome
mit Hilfe der Anschauung als mégliches Ordnungsmodell
filr die Sinneseindrlicke setzt, dann legen anschauliche
Alternativen auch logische Alternativen nahe.

Inzwischen ist man darangegangen, ein gemeinsames Funda-
ment fiir euklidische und nichteuklidische Geometrie zu
achaffen. Es wird auch absolute Geometrie genannt. Man
klammert mit der absoluten Geometrie konsequent dle An=
nahmen ‘lber das Unendliche aus, man treibt in gewisser
Weise "Geometrie im begrenzten Raumstilek”. Im weiteren
sollen einige Axiome entwickelt werden, die zu einer

= noch recht allgemeinen - Geometrie fihrt. Sie ist der
von F. Bachmann (1) angegeberien "metrischen Ebene"
Hquivalent, Allerdings wihlen wir nicht den rein gruppen-
thenretischen Weg Bachmanns.

Hierzu sei folgendes bemerkt: Ist auch die Spiegelungs=
geometrie Bachmanns sehr elegant und trdgt den anschau-
lichen Gegebenheiten der Symmetrie Rechnung, so enthidlt
sie am Anfang weniger anschauliche Elemente. Ausgangs-
punkt ist nimlich eine Gruppe mit einem Systgm von in=-
volutorischen Erzeugenden, das gegeniiber inneren Auto-
morphismen invariant ist. Zwar kann man das anschaulich
erliutern (bei Bachmann geschieht dies auch in einer
ansflihrlichen elementargeometrischen Einleitung), man
steckt dabel aber recht komplexe und komplizierte Sach-
verhalte in die Axiome hinein. Dies soll hier zum min=

destens abgemildert werden.

Ein Formelement der Anschauung, das sich fiir die Be-

griindung der metrischen Geumetrie eignet, ist das des
Senkrechtstehens oder der Orthogonalitidt. Zwar wird

hiufig das Senkrechtstehen durch den "Winkel 90%% de-
finiert. Man kann es aber auf sehr elementare Axiome

des Senkrechtstehens aufbauen.




216

Das Wort "senkrecht" oder
"lotrecht" driickt von seinem
Ursprung her eine Relation
zwischen einer horizontalen

Fliche, etwa elner Wasser-

fliche, und einem lber diese
g%%@%ﬁ?éﬁ%ﬁﬁﬁ%ﬁﬁ? gehingtes Lot aus. Ersetzt
man das Lot durch eine Ge-

rade und die Fliche durch eine in ihr liegende Gerade

durch den Lotfufpunkt, dann erhflt man eine Relation
zwischen zwel Geraden. Allerdings ist die Symmetrie

i
g

dieser Relation nhicht durch das Experiment mit dem

Lot motiviert: Lot und Horizontale sind nicht ver=
tauschbar. Faltet man dagegen ein Stilck Papier zwei-
mal, so dap beim zweiten Mal die Kante der ersten Fal-
tung in sich geknickt wird, dann ergibt sich "eine
Rechte", wiez man sagt, ein Viertel des Vollkreises.
purch Vergleich mit der Lotrelation stellt man wieder
empirisch fest, daB in beiden Experimenten die gleiche
Senkrechtrelation zustandekommt. Mit dem gefalteten Pa~-
pier 148t sich dann die Symmetrie der Senkrechtbeziehung

motivieren. Wir legen also fest:

Gegeben sei eine Relation "senkrecht" zwischen den Ge-
raden.

Axiom S 1: Isz a zu b senkrecht, dann ist auch b zu a senbrecht.

Wie durch das Lotexperiment nahegelegt, gibt es durch
jeden Punkt ein Lot auf eine vorgegebene Gerade, sofern
wir uns auf ebene Geometrie beschrénken. Hier taucht

nun wieder das Problem der Eindeutigkeit auf. Soll das

Lot immer als eindeutig ge-~
fordert werden? Dies hitte zur
Folge, daf sich zwei Senkrechte
derselben Geraden niemals schnei-
den diirfen._ Beachtet man aber,
daf zwei Senkrechte_ derselben
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Gerade, anschaulich gesehen, "parallel" sind, dann be-=
deutet somit die Eindeutigkeit des Lotes eine Festlegung
{iber den Schnitt von "Parallelen". Dies wollen wir im
Rahmen der absoluten Geometrie vermeiden. Wir begnllgen
uns daher mit einer Eindeutigkeitsforderund, die nichts
iner den Schnitt von "Parallelen" aussagt: Das "Errich-
ten" eines Lotes in einem Punkt von a sel stets ein-
deutig beztimmt., Also:

Axiom S 2: Zu einer vorngegebenen Gerade a und elnem vorgegebenen
Punkt P gibt es eine zu a senknechte Gerade b, die
durch P venfduft. Liegt P auf a, dann {s% b eindeu-
tig bestimnt. '

SchlieBlich tragen wir der Annahme Rechnung, daB die
"Horizontale” durch den FuBpunkt des Lotes verlaufen
s0ll (bei riumlicher Geometrie braucht das nicht zu

gein):

Axiom 8 3: Zwei senkrechte Genaden Achnediden s4ich stets 4in ge-
nau efnem Punkt,

Die so eingeflihrten Inzidenz- und Orthogonalitédtsaxiome
bieten eine ausreichende Grundlage, um nunmehr Spiege=
lungen zu definieren und dann Axiome {iber Spiegelungen
und allgemeinen Bewegungen (als Produkte von Spiegelun-

gen) aufzustellen.

Zur Definition der Spiegelung greifen wir anschaulich
bekannte Eigenschaften von Spiegelungen heraus. Warum
wir diese und nicht andere auswihlen, braucht dabeil
niéhﬁlnﬁhér motiviert zu werden. Wir haben hier den-
selben Freiheitsspielraum wie bei der Auswahl der Axiome
iberhaupt. Entscheidend ist, daB die gewdhlten Eigen-
schaften und Axiome das Gebdude der Geometrie tragen.
Wir setzen hier den allgemeinen Begriff einer bijektiven
Abbildung voraus (er ist geometrisch motiviert) und de-
finieren eine Spiegelung als bijektive Abbildung der
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Menge aller Punkte auf sich mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ceraden werden stets auf Geraden abgebildet.

(2) Das Senkrechtstehen bleibt erhalten.

(3) Es gibt eine Gerade a, die punktwelse festbleibt.
{4) Nicht alle Punkte bleiben fest.

Die Gerade a heiBt Achse der betracliteten Spiegelung.

Axiom B 1 ("Bewegungsaxiom"): Jede Gerade 4ist Achse genau
einer Swiegefung.

Axlom B 2: Bildet eine Spiegefung P auf P' ab, damn bildet sde
auch P' auf P ab.

Fllhrt man zwel Spiegelungen an Geraden u, v mit einem

Sehnittpunkt R hintereinander aus, so erhdlt man als

Cesamtergebnis eine Drehung mit R als Drehpunkt. Dies

. ergibt sich anschaulich
wie in der Firgur angedeu-
tet. Betrachten wir nun
eine beliebige Gerade a
durch R. Ihre Bildgerade
unter der eben eingeflihrten
Drehung sei mit a' be=

zeichnet. Sei P ein Punkt
von a und P' sein Bild~-
punkt bei der Drehung.

Wir fillen ein Lot b von

R auf die Verbindungsgerade
von P und P' (dabei sei

P4+P! vorausgesetzt).

Bei der Spiegelung an b

wird ebenfalls P auf P!

abgebildet. Man sieht,;
daf dasselbe fiir alle Punkte von 4 der Fall ist (nicht
aber flir die auBerhalb von a liegenden Punkte). Diesen
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Sachverhalt wihlen wir als Axiom:

Axiom B 3: Edne Gerade a durch R weade durch eine Drehung um
R auf a' abgebildet. Dann gibf es eine Splegefung,
die a punktweise genau so auf a' abbildet wie die
gegebene Drehung.

Dies Axiom ist zwar anschaulich motiviert, aber ver-
glichen mit anderen Axiomen nicht besonders einfach.
Da &8 sehr schnell zu einer Fiille geometrischer Sdtze
fihrt, nehmen wir uns aber die Freiheit, die Einfach-
heit hinter die Zweckmipigkelit zurlickzustellen. Wir
sahen schon, daB dies keine prinzipielle, sondern eine

denk&konomische Frage ist.

Frsetzen wir dieGeraden u, v mit Schnittpunkt R durch
Geraden u, v mit einer gemeinsamen Senkrechten £, dann
ibertragen sich die eben tiber Drehungen angestellten Be-
trachtungen unmittelbar auf Translationen:

Klappt man eine Figur nacheinander anu und v um, dann
ist das Ergebnis anschau-
lich dasselbe, wie wenn

man die Figur lings ¢

verschoben hat. Wir de-

finieren daher eine Trans-
fation tdngs £ als Hinter-
einanderausfliihrung zweier

Spiegelungen, deren Spie-

gelachsen eine gemeinsame Senkrechte £ besitzen.

Axdicm B 4: Eine zun Gerade t senknrechte Gerade a werde durch
' eine Translation Lings t auf
edine Genade a' abgebifdet.
Dann gibt es eine Spiegelung,

I - I die a punkfweise genaudo auf
a' abbifdet wie die gegebene
a b @ Thans Lation.




ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

220

Ein System von Punkten und Geraden mit einer Inzidenz=-
und einer Orthogonalititsrelation, das den Axiomen
11-13 81-53 und Bl - B 4 geniigt, nennen wir me-
trdsche Ebene.
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GEOMETRICAL INSIGHT AND THE SOLUTION OF PROBLEMS

T.J. Fletcher, Darlington

Inthoduction

In discussions of mathematics curricula in recent years
there have been differences in view as to the extent to which
we should
i. work for a systematic exposition of the subject
matter
or ii. stress the activity of problem solving.

To do the first does not necessarily imply starting axiomati-
cally, as it is quite possible to provide an experimental
approach in the early stages followed by formalisation later.
The point is simply that it is the strategy of the course to
develop an overall view of geometry as a unified structure,
and of its place in the hierarchy of mathematical systems.

To do the second involves the study of problems of two kinds.
There are the internal problems of the subject, these are
hard exercises, the outcome is geometrical, the guestion in

a certain sense presupposes the type of solution. There is
also a wider range of problems, problems in which the question
does not suggest a method of solution and in which geometry

may or may not be used as a tool.

The orderly development of school geometry is certainly a
problem which demands attention. At the very least each tea-
cher should have his ideas on how it should be done. The order-
1y development of geometry includes establishing its connec-
tions with other parts of mathematics. At Carbondale in 1871

(2) I explained ways of approaching Hilbert's work on the
foundations of geometry and its relationship with abstract
algebra, by considering the geometry of perspective and of
nomograms. The important theoretical ideas here are the in=
cidence axioms; and thé theorems of Pappus and Desargues.
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I would like to think that these ideas could be made accessible
at school, although I believe that this work has not yet been
made availlable in a sufficiently simple and a sufficiently

well motivated form for this to be possible for any except the
most gifted pupils.

I feel that I have nothing more to add to what I have already
said about thege important problems concerning the theoretical
framework into which elementary geometry is to be placed, and
today I am more concerned with the use of geometry in the so-=
lution of problems which originate elsewhere. At the ICMI

tical applications of number theory, and in most of these
cases geometrical considerations greatly assisted an under=
standing of the number theoretic ideas (4). There are many
places where geometry provides powerful elementary proofs in

an unexpected way.

The solution of problems by unexpected geometrical methods
gives a warning against believing, that the problems of teaching
geometry would be resclved if only we could organise the sub=
ject matter in the right way. Geometry involves a variety of
methods and outlooks. Some problems are best done by éﬁe
method, and others by other methods. No one approach to geo-
metry has so far proved to be uniformly superior to others.

In this paper I aim to show some of the excitement of geome=
try, but I have little encouragement to give to those who
would seek to lmprove the teaching of geometry by establishing
a more orderly tidy system.

As parf of the school mathematics curriculum geometry has

been on the retreat (in Britain at least) for many years, and
its place is still diminishing. As part of the struggle to
maintain it we must emphasise its value in other parts of
mathematics, and the help it gives to the ordinary student

to visualise relationships in the world around - not only
spatial relationships but other types of relation as well.

Most of my examples use ldeas Which are completely traditional,
and I do this because I believe that teachers do not know
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{gnaugh applications of those old ideas. I welcome new ideas
dn school geometry as well, and I hope that applications of -
_ these will be used in teaching in a similar way.

Running thack and {ootbal pitch

Example ] The first problem is clearly geometrical. What is
+a good shape for a running track? #hilst the problem is geo-
metrical it is not at all obvious what geometry is involved.
If we want the best shape, what are we trying to optimise?

Fig 1
Previous experience suggests constructing a track with
straight sides of length £, and semi-circular ends of radius
4. I hope you will excuse me using the now obsolate Imperial
units, and allow me to design a track whose overall c¢ircum=
ference is 440 yards. (You may work with 400 metres if you
wish.) The rectangular area in the middle can be used for
other sports, for example for a football pitch. Let us try
to maximise this area. '

From the perimeter
h o+ £ = 220,

The rectangular area in the centre is A = Zxf, and this we

‘whish to maiimise.

With puplls who know no calculus, and very little algebra,
we may conduct numerical experiments, and establish the prin-

ciple -
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if the sum of two numbers is constant, their product is a
maximum when they are equal.

(Since we are mainly concerned with géometrf you may likeito
consider geometrical proofs of this prineciple.)

If we are clever enough to write
. s . 2
A = 2al = 5 T - £,

we see that the principle applies. The sum Of 71 and £ is

nn = £ = 110.

So £ = 110 and & = 35 , taking = = 22/7.

This gives a playing area of 110 yards by 70 yards. Is it
coincidence that these are exactly the minimum dimensions of
"an international pitch in the English rules of football? I
would be interested to know what figures are given in Europeah

regulations.

There is a small objection. Some space must be left outside
the side lines of the football pitch. This can easily be
arranged if £ is diminished a little for the running track

and 1 increased. Looking at the football pitches on television
in the recent World Cup it was very clear that the semicircu~-
lar ends Of the running track did indeed start just before

the corner flags were reached.

A betiing problem

Example 2

A recent innovation in many school courses 1s the topi¢ of

' " linear programming. The geometrical outlook gives a helpful
framework within which to visualise such problems. It is not
easy to give examples at school level which are genuine and =
which involve only a small number of varilables. '

BRI A few years ago the football team in my home town was engaged .
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in a fight for promotion at the top of Division Four of the
English Football League. Bookmakers were offering the follow=
ing odds on three teanms

Darlingten 5 - 4,
Bradford evens,
Southend 5= 1.

Is it possible so0 to lay bets that one wins whatever the out=
come. We do not expect to be able to do so = but have the book-
makers covered themselves? and how do they plan so that they

are safe?

Let us consider the outcome of laying stakes of x units on
barlington, y on Bradford and z on Southend.

If Darlington win we receive back our x units plus 5x/4 but
lose y + z. 80 if we are to make a profit we must have

Sx/4 > Y + z.

Likewise if we are to make a profit if Bradford win we must
have

y = x * z,

and if Southend win

M)
(&1

= X+ Y.

This can be seen as a linear programming problem in three
dimensions. It is useful to draw a diagram in triangular coor=-
dinates using isometric paper, Eig; 2. We can see, as we might
expect, that we cannot satisfy the three constraints simul-
taneously. But the bookmaker wishes to satisfy the three in-
equalities with opposite sign, and this he can do. But he

can only feel safe whatever happens if he has arranged to
have a distribution of bets corresponding to a point in a
relatively small triangular region. It is for this reason

that a bookmaker has to be prepared to 'lay off' bets; that

is to say to pass bets on to someone else 1f too much has

been staked on one team. In real life the problem iz com-
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plicated by the way in which the odds may change with time.

“The ‘diagram can help the gambler to make further decisions.
. Suppose that you decide that Southend do not stand a chance.

"'How should you distribute your bets on Darlington and Brad-
- ford so as to maximise your chancesg?

v ‘ " Dar Iiﬁifﬁn
AR x

N
Bradford

Southend
Fié 2

Suspens{on bridge cables

Example 3

The next exanple is extremely simple. Recently I watched some

‘ teachers on a course p;gpaiihg work for young children. On a
triangular grid they were drawing hexagonal numbers, and pro=
ducing the sequence

1, 7, 19, 37+ . . .
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 17did not realise at the time that these numbers have an
i'interesting application. Darlington not only has a football

team, it alsoc has a world famous company which builds sus-
pension bridges. Suspension bridge cables are spun on the
site, and spun in a number of strands. The cables for the
suspension bridge over the Severn were made from 19 strands,
while those for the bridge over the Forth were made from 37
strands. Why are these numbers especially suitable?

The problem.of catalyst renewal

Example 4

In a chemical plant a catalyst is often necessary to promote
a chemical reaction. As the reaction goes on the efficiénéy
of the catalyst diminishes, until eventually it has to be
renewed. This involves shutting down the plant for a given
interval of time «t.

If we are given the productivity/time curve for the plant,
starting with a fresh supply of the catalyst, when is the
best time to shut down and renew?

In general the decay curve for the productivity of the plant
will be some complicated, empirically given curve. To simplify
the problem we will assume initially that the decay curve is
a-straight line. There is no loss of generality if we choose
units on the two scales so that the initial productivity is

unity, and diminishes to zero in unit time.

If the plant is shut down at time £, and restarted at time
t 4+ 1t when the catalyst has been replaced the operation may

be shown on the graph, Fig. 4.

The total production per cycle is given by the area 0ABC,
which is

1 , , Le (2 -
st (1 + 1 = 1) st (2 - 1),

Since the cycle length is 1 + 1, the average rate of pro-

237 ) =t i‘i.
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" duction is
£tz - 1)
72(t + 1)
There are various ways of continuing and it is instructive
to compare them.

Preductivily

A |
%v L e )
e
Time
Method 1 Students who have learnt the early stages of the
calculus may differentiate and maximise this function of %.
]
Method 2 We may put T = £t + =1, the total cycle length,

and say

(2 =-1) (T=x}(2=-T + < \ - :
—_— = . — = 3 L 2421=T=v (242 ) /T 7.
2(£+1) 2T

To maximise this it is necessary to minimise

oy alzrnl
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“but to do this is to minimise the sum of two terms whose pro-
/“duet is constant. This méy be done by using the gcnﬁgrsa’gfﬁ,‘
" the érineiple‘in Example 1. The sum is a minimum when the two

‘terms are equal; so

T = 1{2+¢<) /T,
T = T ,
£t = VT(Z2+1) - 1.
) Method 3 We may argue much more in terms of the original

'ty has fallen below the best possible working average. This

229

situation. It is foolish to shut the plant down while the -
productivity is still above the best possible working average,
also it is foolish to continue operating when the productivi-

means that we must afraﬁge for the productivity to fall to
average at time £, and so.

area BCF = area BAED,

1,2 ; )
it = t1=2),
tz + 24 = 2t
{ - T = 2t ,
(g§+1‘)Z = 274-—1‘2 '
tex = ATTEET
t = Vr({i+1] -1 .

Much can be learnt from this example. It 1s instructive to
tz / [2(1-¢)7 and to interpret it.

I}

draw the graph

In this problem the use of ideas of area enabled a simpler
solution to be found. This can often be done, and it is a
strategy in elementary geometry which teachers could employ

more than they do. For example, the theory of nomegrams can- -
be more simply discussed using area than using proportion.

The third method of solution has further advantages over the
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'@ther ‘two. What shnuld you do in a chemi;al works when the
»perfarmancg of the catalyst is not necessarily’ represented
Tbj a straight line, and when the :atalyst may vary from batch
¢ “to batch?

o Camﬁina,taﬂia.é p&ab&em' .in geometry

Today pupils will often not meet some of the celébrateé geo-

“metry theorems which were studied in the past. It is desirable.

“ithat thay develap a general knowledge of some areas of :13551**

:1cal geametry, even if they aa not always study detailed. pragfs,

;.anﬂ it is desirable also to 1ink geometry with algebraic idaas

as‘well as showing its ‘own self=c§ntained indepandent develap—
iment. ’ : ’

?'Some famcus classical configurations have interesting graupsh
~of autgmérghisms! Simple questions on these ideas can be: put i

;tc'pupilS»as follows. In each.case we show a diagram and a

_. caption. The problem is simply, 'in how many ways may the -
.letters be placeé in the diagram?'. These problems are taken "
from Budden (1). o

Exampfe 5 A, B, (, P is a cyclie quadrangle,

AB.CO + AD.BC = AC,BD.

Fig &
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Example 6 A triangle ABC has altitudes AP, BE, CF which
concur at H. The midpoints of AH, BH and CH, and BC, CA and

"AB, and P, £, F lie on a circle.

Example 7 A, B, C are collinear. A', B', (' are collinear.
BC, B'C'; CA, C'A'" and AB, A'B' intersect in X, Y and Z
respectively. Then X, ¥ and I are collinear.

Fig 7
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: : In a seven point geometry the collinear points are
given by the columns of the table?®-

A B C D F G
B ¢ P E G A
» E F 66 A B C

Fig €

Paradoxes in natios and averdages

J In sport it frequently happens that systems of scoring lead

: to situations which to a school pupil seem strange, and con-=-
trary to what he would expect. As an example we may take an
extract from the Sunday Mirror on 2 May 1971.

"Leeds are favourites buﬁ Arsenal can do it.

If Arsenal beat Spurs OR get a goal-less draw the title
will be theirs. If they win they will finish with a point
more than Leeds. If they get a 0-0 draw they will take
the title on goal average . . . .013 of a goal! ,
But if they draw by any other score but 0-O . . THE TITLE
WILL GO TO LEEDS.

]
9
R
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"HNow the top of the table reads:

P W D L Gls, Pts
N - LEEDS 42 27 10 5 72=30 64
-ARSENAL 41 28 7 6 70-29 " &3

Leeds, who have finished their League programme, have a
goal average of 2.40. Arsenal's goal average is 2.413- .013
better than the Yorkshire club's. So all Leeds can do now
is wait ... and hope."

- _The question for the teacher is to see if geometrical diagrams

can help the pupil to appreciate what is involved in this kind

‘of situation. It is easier to discuss examples with smaller

numbers, and so we will leave the example just given and con-
sider some others which will bring out the principles.

Example 10 At a certain time in the season two teams in the
league have scored an equal number of points. A has goal aggre-
gate 9-4, and hence an average of 2.25. B has a goal aggregate
of 11-5, and hence an average of 2.2.

The following Saturday both teams lose. A loses 3-4, and B

loses 1-3.

Now the supporters of team A might think that they started
with a better goal average than B, and they have done better
this Saturday - whichever wéy you look at it it seems better
to be beaten by only one goal than by two, and in any case
3-4 gives an average of .75 and 1-3 gives an average of only
.33,

But when the goals are added up =ach team has an aggregate
12-8, and so they are now equal. We have a system of mathema-
tigs in which 9-4 and 3-4, and 11=5 and 1=3 both combine to
give 12-8.

It is helpful to look at this geometrically (Fig. 9).

See Fig. 9.
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Tﬁé th1ngs7are involved - vector addition and equivalent
vfraztiansi Sub-totals are added vectorically, but when the
'ggal average is calculated we are concerned with the usual
“equivalence relation between fractions. A vector diagram
'p:esents the relation-ships in a visuval form, and is a great
“help ‘in constructing examples which show the peculiarities
of the s§stgm- This form of presentation has important appli-
cations to rational approximation (3).

. In this example, given the performance of team A, with its

“initial aggregate of 9-4 and the new score of 3-4, it is easy

" to see that the apparent paradox of a team with worse partial
averages but the same overall average is relaﬁea to the shaded
area in the diagram. Any point in the area with integral coor-
dinates enables an example to be constructed.

The following problems can all be attempted by similar methédsi
There are incidentally two types of problem. Some problems are
concerned with the results of one of the given teams playing
a third team - these problems are linear. Some problems are
concerned with the two given teams playing one another - these

- problems are quadratic.

Example 11

Two teams are equal on points, but A has a better goal average
than E.(Ifrthey play one another and the result is a draw, is
it possible for B to get a better goal average than A? That is
to say, can their league positions interchange as a result of

a draw?

Example 12

Consider a case where team A is 2 points ahead of team B, but
B has a superior goal average. They play one another and B wins,
so that they now have equal points.

Can we be sure that B still has a superior goal average?
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;. Can you construct some examples where the total goals for

- and against are such that A 1s ahead on goal averdage but B
~is ahead on goal difference 7 Now that World Cup matches are
decided on goal difference instead of goal average many in=
teresting examples are lost.

From a theoretical point of view the paradoxes of goal ave-
rage arise because the equivalence relation involved in equi-
valence of fractions is incompatible with vector aﬂditisn, '
The idea of the compatibility of an eguivalence relatian and
an Qperatign is of the greatest importance in the dEVélGEmEnt
of mathematics from a structural standpoint. This situation

pravides a usefal counter-exanmple.

The three bar Binkage

Example 14

The three bax linkage is an important practical methed for
producing elabﬁfate mechanical movements in a simple way, It

is used in the claw mechanism in the date of a film prajectcr,

in foldaway furniture, in farm machinery and many other places.
The simplest kind of three bar mechanism is'shown in Fig. 10. ’
XA,AB and Bl are three bars, pivated at X and I, and freely
hinged at A and B. The interest is in the locus of a PDiﬁt in

AB such as P,

What geometrical principles are involved?
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Let AP/PB = A/n with Ve o= 1,
Introduce vectors %, ¢, z, u, such that

XA =z, AB =y, BIL = x, and XI = u, then
z +y + x 0= .
Complete parallelograms XAPK and PBJZ, and take L on PK, with
PL = nPK, and take M on PJ, with PH = \PJ.
" Now complete parallelogram LPMY.
XY = XK + KL + LY = AP + KL + PM = AAB + AKP

+ APJ, = Ay + 2z + Ax = Au = AXZ.
Hence v divides XZ in the ratio A/n,

Thig means that XKLY is another three bar linkage which will
generate the same locus, with P on KL,

Similarly YMJI is a third three bar linkage which will gene-
rate the same locus, with P on MJ,

In other words there are three different linkages, all of which
genarate the same locus. In a practical problem one of these
might be much more convenient than the others.

We have taken x, 4, z, u as vectors, But it is equally true for

complex numbers that

X+ y otz u implies

i, Ax +hy Az =i F

A
and ii, z +Ay =Ay§ + z = Au + nz = rx, with A +n 1.
In terms of corplex numbers this means that the triple gene-
ration theorem is true in the extended case when P is not on
the line AB, but is rigidly attached anywhere in the same plane.
This is illustrated in Fig. 11.

See Fig. 11

N
i
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This extended theorem also has important practical appli-=

cations. Three bar curves have many attractive geometrical

properties which were studied in former times but which

are little known today. Some of these would be worth study-

ing in schools.
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THE SOLUTION OF POLYNOMIAL EQUATI ONS

T.J. Fletcher, Darlington

Every student of mathematics is concerned with the solution
of polynomial egquations at various polnts in the course. The
algebraic solution of polynomials was a major concern of
mathematicians for many centuries, and the discovery that
the algebraile solution of the quintic equation is impossible
was a major landmark. This was first achieved by Abel, and
very shortly afterwards by Galois, and if there was any
single event which changed algebra from 'traditional' to
'modern' it was surely the approach of Galois to the solu-

tion of equations.

To understand this problem Linvolves considerable traditional
algebraic manipulation - and there are complaints that some
students do not get enough practice at this these days - and .
it also invelves an appreciation of the strategic over=view
which can be provided by group theorxy.

Group theory comes early in many courses today, but it can
easlily appear an "empty' study because 1t does not seem to
the student to solve any problems with which he is already
acquainted. To give the student this idea is to falsify
history. Group theory arose from the study of certain tra-
ditional problems for which previcusly known methods were

inadeguate.

Unfortunately the teaching of these jideas can take a long
time in a course, and there are many other topics which
demand attention. We must also respect the argquments of
numerical analyses that the algebraic solution of equations
iz a matter of historical interest only, little related to

tions is worth doing if it can be done sufficiently briefly,
and brevity might be assisted by presenting some of the

ideas in a more geometrical form.
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I will present the ideas at a speed suitable for the present
audience, but I believe they would be worth discussing
during the first year of a college course and on inservice
courses for teachers, and I wonder if some of the ideas
might not be used with the most advanced pupils in schools.

This presentation assumes elementary knowledge of the sym-
metric functions of the roots of a polynomial, groups, sub-
groups and cosets, and the use of cycle notation to denote
the elements of a permutation group. The aim is merely to
show that the quintic cannot be solved algebraically, and
the more general problems of Galois theory are not tackled.
In particular no reference is made to the automorphisms

of fields. The formal theorems are stated but not proved.
Proofs may be found in references such as (3, 4, 8). The
quadratic eguation can be solved by reducing it to the
problem of extracting a sgare root

o+ px + g

a

2 1 ] \
(x+ 4% = 30 - 40

The historical methods for the solution of the cubic and

the quartic also proceed by using root extractions in
various ways, but there is no discernible underlying system.
This can be provided by adopting the point of view of group
theory. Throughout we will adopt certain standard notations,
and consider the cubic equation

x>+ pxz + gx + L =0

with roots a,8,v for which

=p = a+bB+y,
q = aftBytya,
=4 = afy;
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and the quartlec equation
24 + pxg + qxz + hx ¥ 4 = 0,
with roots a,8,v,5 for which
-p = a+B+y+6,
q = apf +ay + ad + By +v5 + 8B,
- = Byd +uayd+afs+aby,

4 = afiys.

We assume that p, q, 4 and 5 come from some number field F.
In practice we are usually concerned with the field of
rational numbers.

There are many traditional exercises in which the student
uses these basic equations to derive formulae for other
symmetric functions of the roots; although in my own case
the study was never pursued sufficiently far to see why
anyone should want to do this.

In the case of the cubic a function such as GZSZ-FBEYE-FVZuZ
is Aymmetric in the sense that if any of the substitutions
of the symmetric group on three symbols, PS“ is performed
on the function then it is left unaltered.

From this point of view there are functions which are not
fully symmetric, but not completely asymmatric either.

Example 1 The following functi@né of the roots of the
cubic equation,
a B, 32+Bz, y and ay + By
are left invariant by the substitutions
I and («B),
which form a subgroup H, of the group PS* We will say that

they have the symmetries of the subgroup H.

A truly remarkable property holds for functions which have
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the same (sub)group. In this case experiment will show such

identities as

=]
+

™
U

P = Y.

- N

a" + 8= (p+y) = 2a/y,
b4

ay + By = -py = ¥

A less obvious result is

y = = p3=2pq+i—p(az*BZL7 / [ﬁZQQﬁ(aZ+EZL7i

and further experiment will show that other rational functions
having the same symmetry, for example

; ) 7 7 )
t g 3972 + ngf aSES/(a+s) and Q+E+QZEZ
F £ z

]

have the truly remarkable property discovered by Lagrange,
that any one may be expressed as a rational function of any
other. To state this formally -

Theorem 1 Given an algebraic equation of degree n, any two
rational functions of the roots which have the same symmetry

group may be expressed rationally in terms of one another.

The proof of this theorem is not too difficult - it involves
a certain amount of manipulation with determinants and/or
matrices (3). The proof provides an algorithm for actually
doing what is claimed, and furthermore enables it to be done
with polynomials, whiéh are a restricted class Df“raticnal
functions., This stronger result is nét,ggg@é@rfar our pur-

poses.

Studenté may gain much manipulative practice by experimenting
with equations of this kind.

Example 2 Consider the gquartic equation. Verify that
6 = a+g and ¢ = af
belong to the subgroup

H: I, (aB), (v¥8), (aB)(vy8).
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Verify that

(ppl - nf) 7 (4 - 4D

=]
i

and

3

¢ (Zo + p)s / (8 +?M2+p%+qe+msih

]

Find some other functions which belong to the subgroup H,
and express them rationally in terms of one another.

one belongs to a larger subgroup which contains the subgroup
of the other.

Exampfe 3 Considering functions of the roots of the quartie,
C e = aB + vé
has the group
G: I, (G-E)r (Y‘S)l (U-S) (Y‘S)p (C&Y)(Eﬁ), (36) (BT)!
(aygs), (adpy).
§ = af
has the group
H: I, (aB), {(¥8), (aB) (v8) .
It can be verified that
8 =4 + éfé .
4 cannot be expressed rationally in terms of &, but it
satisfies a guadratic eguation of which the coefficients

involve 6,

42 = 0g + 5 = 0.
Consider alsoc an example involving the roots of the cubic.
Example 4

g = Q?S + EZY + YEG
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has the group
G: 1, (aBy):, (cyB);

whereas
4
g =8"y
has the group of order one, the identity.

8 can be expressed rationally in terms of {;
some manipulation shows that

8 = fﬁs + (pqn—3z2)£+¢sj / (gfzﬁfus')i

However ¢ cannot be expressed rationally in terms of 6.
The best that can be done is to produce a cublc equation
which £ satisfies, which has coefficients involving .

¢3 - aﬁz + nlpg=3r+06) £ + &3 = 0,

These results exemplify two further general points. If

the proof of Theorem 1 (not given here) is examined it can

be seen that it demonstrates just as well that 8 can be

expressed rationally in terms of g even when the symmetry

group of § is only a subgroup of the group of 8. The second
" general point,; how we may attempt to express ¢ in terms of @

in this case,; is explained in the next theorem.

Theorem 2 If 8 and § are rational functions of the roots
of a polynomial with coefficients in some field F, and

i. 8 has group G,
ii. # has group H,
iii. H is a subgroup of G of index 4,

then § satisfies a polynomial equation of degree 4 with
coefficients in F(8).

Note 1 = the index of H in G is % means that the order of
G divided by the order of H isx,
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Note 2 - F(8) denotes the field of numbers obtained by ad-
joining the element o to the field F.

The proof of Theorem 2 is guite short but it will not be
given here. The proof does however make use of a general
idea which we will discuss.

Example 5 Consider the cublec.

[ of v gl

has the group

H: 1, (aB)
of order 2. This group is of index 3, regarded as a sub-
group of PS' which is the group of the symmetric functions

of the roots.
PS: 1, (aB), (BY): (?E); {aBy)» (ﬂYS)i

We know that I and (a8) leave ¢ unchanged. Call it 4, for
the moment. The operations (By) and (oyf) however change
4 to ¢, (say), where

?
dgﬁa +yzi

The remaining two operators (ya) and (agy) change £ to §3,

? 2
gs =B + v .
Theorem 2 tells us that ¢ (zéi) satisfies a cubic eguation
with coefficients in F. Tedious manipulation will produce
this equation,
Za-2pn) 4 + (ps—qu+m)2

¢3 +2(Z’qﬁp2)§z + (p4+q254p ) |
- (pP-1q) (pF ) %= 0.

The theoretical interest is that the three roots of this
equation are i?’ ﬁz and ﬁz, and that the transformations
of F3 which transform ¢7 to ﬂz are a ecodet with raspect
to H, and the other two transformations which map ¢ to ﬂg

are the remaining coset.

It is now possible to show without too much trouble that the
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famous solutions of the cubie and the quartic, named after
Cardan and Ferrari, are explicable in this context. It is
preferable, however, to emphasise how solutions of these
equations may be carried out purely by noot extractions. This
we will now do. We introduce an extra trick, the theory of
which we will consider later, which enables us to proceed
from one stage to another by so0lving equations of the
especially simple ft::rrn;é”['L = B. In the course of doing this
it will be necessary to introduce complex roots of unity,

as circumstances demand.

Example 6 The symmetric functions of the roots of the cubic

belong to the group P,. This has a subgroup of index ¢, the

alternating group AS'

AS: I, (aBy), (avB).

A function which has this group is

ﬁ, = QZB + Bgy + Wga.

Under the other transformations of PE this becomes
ﬁf = BZE + YEB + a27.
From these two functions we may form
£ =4, - #, = apla~B) + By(g=vy) + yo(y=a).
As the argument develops weg will come to regard g as being
not go much'the difference of dz and ﬁz, but as the two

values of #, added with weiahts egual to the two square roots
of unity = but more of this later.

The important thing about § is that it is a function with
group A3 whose square has group FB' This is best seen by
realising that the operations of P, either leave g as it is,
or multiply it by -1. Hence in either case they leave jff

unaltered.
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Hence @, which has group AS' satisfies the egquation

Fi=
where @ is some function with group PS' which we may regard
as known, because there 1s an algorithm for constructing it
from the coefficients of the original eguation.

# can be evaluated by taking a squéare rook, and now all
rational functions with group A3 can be regarded as known,
in the sense that Theorem T¥provides & mathod of expressing
all others in terms of the g we have found.

We now start again and try to find & function whose group
is the identity but whose cube hasg group As. Consider 4, =q.
Under the other operations of A3 this takes the values

b, =8 and ﬁs =y,

Now form a new function ¢ ,

Fomatub + ulye with o =1, w@ 1. (1)

This ig to be regarded as the sum of the three values of
our Driginél d. weighted with the three ¢omplex roots of
unity. It is easy to verify that j has as group I, whereas
its cube has group Agg Hence

ESEEE

with some new function 6 which is known, in the sense that
we can express it rationally in terms of already known quan-
tities including the old £.

Now
g = a+m28+m\f (2)

is also calculable, since it has the same group as § . In
fact o

§§'3ﬂ2+52+vg*uﬂ *‘ET"YCIEPZ*.%Q.
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Furthermore

-p = o+ B + v (3)

Equations (1), (2) and (3) may now be solved for «, g and v,
‘and the equation is solved completely.

The process of solution 1s to be aeen as working systemati=
cally from functions with symmetry group Fs down to functions
whose group is the identity. Note that any ygiven root of the
equation actually has a larger group tham the ildentity, thus
the root o has a group of order two with elements I and (By);
but when we know some function whose group s the identity,
by Theorem 2 all of the roots may be expre$sad in terms of
it. We have given an alternative procedure which 1s a little
more convenlent.

Exencise  Express each of o, 8 and y rationally in terms of

I=Q+mﬁ+mzy;

This function is called a Laghange resofvemt ©f the cubic.

Example 7 We will now solve the general guartic equation
in a similar way.

The fully symmetric functions of the rootg have group Pé_
It is possible to find a function g which has group 4A,,
but whose sgquare has group P4; that is to say it satisfies
an equation

IZEQ'
with 8 expressible in terms of p, ¢, 4, 4.

One such function is (a-~8) (a=y) (a=8) (B=y) (y~8) (§~B); but
more general principles are indicated by logvking at the
problem another way. We may take a sufficiently asymmetric
function, such as for example nsgzyj and form 11 other
functions by using the transformations of A,. Adding up
these 12 gives a function é, with group A4. The remaining
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12 transformations in P4 change ﬁ, to a function ﬂi‘
Then
F oo 4 -4,
has the regquired property.
A4, which is of order 12, has a subgroup
Gdz 1, (ap){y8), (ay)(B8), (ad){BY).
Our standard methods produce a function
£ = (aB+v8) + wlay+ps) + us?(atS*Ev), mszh w1
with group 64 whose cube has group Aq.
The rest is easy! 34 hag &4 subgroup
Gy: I, (aB)(ys).

And GZ has a subgroup T. In each case the reader may construct
sultable functions § which have the symmetries of the smaller
group and whose square has the symmetries of the larger group.
All of the roots are then expresslible in terms of the last
function we find.

There arc practical procedures for the solution ¢f the quar-
tic which are more convenient than the method just outlined,
but this method brings out the principles. The great impor-
tance of the decomposition of a group Into coseiig can be seen
all the time.

The ultimate aim is to sho s that no such procedure is possible
in the case of the general quintic, Befo = we can do this we
must establish one more general prineci :. If we have a func-
tion 8 with group G and another function ¢ with group H, where
H is a subgroup of G with index 4, then Theorem 2 ensures

that f satisfies a polynomial of degree 1 with coefficients

in F(8). In Examples 6 and 7 these polynomial equations were
of the very special form



7.3t yewains to explain why this could be done in the cases .
' "ééhanstrsted, when 1t cannot be done always.

The reason is that H has to be a special kind of subgroup
of G. Actually H has to be special in two ways, and we will
congider these one at a time.

In the course of Example 7 we considered G,, a subgroup
of A4,

(34: I, (aB){(x68), {ay) (85) (6) (By)-
g; = abf + yé has the group G4r but some of the other per-—
matations of A, (a coset of permutations) change 4, to

!fzg ay + B&,

and the remaining permutations change it to
R 4

f3§ as + By.
From A,, ﬁi' 13 we built up the function

g

[

g, + of, + mgis = (n8#73)+éﬂavi%56)+mg(aé+ﬂy};

Now an important link in the argument vas that the permuta-
tiong of 84 left this whole expression invariant. This comes
about because not only does §1 have group 64. ﬁz and §3 have
group 34 as well. This is not always the case, as the fa;lcw—
ing example will show.

Exampfe § We might attempt to solve the quartic this way
g, = a8 + y§. has agroup of order 8.

Gg: 1, (a8, (¥8), (uB) (y6), (ay) (B8), (a8) (BY),
(ayB8), (a6BY).

This is a subgroup of P, of index 3. Observe that we ﬁgted
a short way back that «f + yé had a group 64, This was be-
caufSe We were then working inside the group A4, We are at

* the monent working inside PA‘ GE i= a subgroup of P4. but
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'ﬁgnlymthg,gggtuéﬁ Gy which we called G, is a subgroup of A4;

v‘1N§w the other permutations of P4 change ér to

v ] dZ = ay + Bé,
- o ds

B . -

ad + By,
just as pefore. But what happens when wve form
§ = (epgtyd) + wlay+Bs) + mi(aS*EY)‘?,

£ does not now have the group Gg! This is because a per-
mutation such as (ua), which is in G ' changes j!tﬂ

F' = (up+yd) + alad+By) + o Cay+es)

This means that whereas Theorem 2 ensures that f=noaf + ¥
gsatisfies a cubic equation with coefficients im F the attemnt
to construct a function { for which the equation takes the
specially simple form fails. .

The process succeeded in Example= 6 and 7 because the sub-
vqraup was not only a symmetxy group for 51, it was also a
symmetry group for di and ¢3 a= well. We did not gaint ‘this
out at the time, but it is crucial. When we consider ﬂz
and ds in the two examples this crucial aifference is meen
ag follows.

The symmetries of 64 leave j, invariant, and they léave ﬁz
and ds invariant as well. However the remaining gymmetries

in Gg, which are (af);, (yd), {ay88) ‘and (adBy); interchangs
ﬁz and §3 with one another. Consegquently the- attempt to build
the function ¢ from ¢, fails.

Exercite  Show that similar difficulties arise if we try to
solve the cubic by seeing that ¢ = «f has a group
of order 2, and trying to construct a sultable
F from it.
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. This special property of H as a subgroup of 0, which permits
an equation connecting functions with these groups to be put

expressed entirely -

in the specially simple form, now has to be
in self-contained group theoretlc terms. We consider the case

where H is a subgroup of G of index 3, but the argqument can

be generallised.

Suppose that a'degampasitign of G into cosets by H is given

by
H, Hgg

Suppose further
to dz by g, and

all the
all the

all the

Now choose sonme

Since any h¢ H,

‘ané Hg 4,

LFY 33 ﬁ G,

that g, has group G, and that it 1s changed

to ig by 35! Then

elements of H transform ¢, to !1;
elements of Hg2 trangférm g, to iig
elements éf-Hgs transform ¢, to ¢,.
arbitrary g and suppose that

é or g = ¢

=1
5 , P T 68

leaves all the fd= invariant,

-1

¢ = 4dh = 4g7n.

L4 A [-]

Operating further with the initially chosen g,

¢

)
8 4 9 ha

¢ we have

and since 4,4 A

YVgeG, VheH, Vs, b, = d;sgi'hg.

=1 . .
This neans that g hgeH, since it leaves ﬂé invariant.
This condition may also be written as

Va, g Hg = H or Hag = gH.

This pr@perty’Lg well known in group theqry, where 1t occurs

in many contexts.
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D tio Given a group G with a subgroup H, then H is
- called an {invaniant, noamal or self-confugate subgroup if

T

va, Hg gH.

pifferent writers use different terms for this, but we will
speak of an {mvariant subgroup because this term seems to
describe the geometrical aspects of the situation very well.

One further matter remains to be checked. We have been
employing a particular strategy to construct a function &
but it might be possible to ronstruct a suitable § by some
other method. This point is not ifficult to resolve; and
then Theorem 3 can be estab’ishel. -

Theorem 3  Given a group G and a subgroup H, of index &
in G, then 1f thexe exists a function ¢ with group H and a
function 6 with group G such that

£* =
then H is necessarily an invariant jubgroup of G.

However, if H is an invariant subgroup of G this alone is

not sufficient to ensure the existence of s relation of the
form § * = 9. H has to be special in another way as well. This
matter will not concern us in our Limited aim of proving the
general quintic insoluble by these methods; but it has to be
understood in oxder to develop other aspects of the theory.

We therefore mention this point for completeness, hut give

it no discussion. Given any group G and an invariant subgroup H
then it is possible to form something called the quotient group.
For these methods of équ(tian solving to work, at éach stage
not only must 6 have an ?nvariant subgroup H but the gquotient
grouvn must be cyclic. . Th#se who do not apprecilate this techni-
cality need not worry, és it does not concern us any more.

r

It now frllows that if at any stage in the attempt to solve
an equation by the successive extraction of roots, we find
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" ‘that the appropriate group G has no invariant subgroups
whatever, then the process will fail at this point as there
is no way to continue. We will see that this is the case
with the general equation of degree five. *

It is more than time to look at some of these things geome-

trically. Geometrical considerations can give insight at two

levels, at least. We may look at the axes of symmetry of the
appropriate geometrical objects, or we may. look at Cayley .. ..

graphs.

Consider the solution of the cubic carried out in Example 6.
“This involved the group Fgf and a geometrical object with 7
this group is the equilateral triangle. The axes of symmetry .
of an eguilateral triangle are indicated in Fig. 1. This
assists our thinking about P;. There N

are three 2-fold axes, labelled 1, 2, 3, and one 3-fold axis,
labelled 4. For convenience we may initially regard these
axes ag fixed in space and think of rotations taking place
about them. The meaning of a subgroup on this kind of picture
should be gulte clear. '

It is geometrically eviaéﬁt that we may take a furtth step.
Take a 'copy' of axis 4 and perform the other operations of
the group on it. It is clear that they all leave axis 4 inva-
riant - they leave it invariant as an overall configuration

265

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:



257

-~ although -they may alter its sense. If we consider .the sub-
_group corresponding to axis 2 (say), the situation 1s dif-
ferent. If we take a copy of axis 2 and carry out the ope=~
rations of the group on it, it may be left where it is or
it may be tfansfgzmed into axis 1 or axis 3. This shows the
difference between subgroups which are invariant and sub-

groups which are not. This geometrical model helps us to
recognise which subgroups are invariant by inspection. (The

. ideas..of ..confugate subgroups.are also brought out very well,
but we do not need them for our limited purp@se);

The solution of the quartic involves P, and the direct
isometries of the cube provide a picture of this.

Exercise  Draw diagrams and construct models of the axes
of symmetry of a cube. List these axes. Identify some sub-
groups. Distinguish between subgroups which are invariant
and subgroups which are not. Identify the groups and sub-
groups involved in Example 7, and verify at each step in
the argument that the subgroups used are invariant sub-

groups.

Exercdise Prove that a subgroup of index 2 i8 necessarily
invariant.

Exercise  Check that if A is an invariant subgroup of B,
and B is an invariant subgroup of €, that A is not necessari-

ly an invariant subgroup of C.

We may now look at the guintic equation, with which is
associated the group P,. This is the group of all permuta-
tions on five symbols. We can immediately find a subgroup
of index 2 - the group AS consisting of even permutations
only. Being of index 2 this must be an invariant subgroup,
but in any case we can quickly see that the function

d = Ii{a-B)
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-has-the group A§ and -that its square has group PE* The first - -

step towards a solution is taken. Has A; any invariant sub-

‘groups?

A model of AS is provided by the icosahedron, dodecahedron
or any other solid with the same symmetries. One such ob-
ject is the foothall based on the truncated icosahedron.
Inspection of a football makes it plain that there are no

Regrettably there is a small gap still remaining in the

argument. Perhaps P, has some other invariant subgroups,
wWithin which a furhter invariant subgroup can be found, and
that a sgjgtiog may be constructed by this alternative route.
It would be nice to produce a three-dimensional object with
symmetry group FS = but I do not know of one.

Exercise  Show that the group of the 120 isometrics of the
icosahedron, direct and indirect, is not isomorphic to the

group Fg'

-

Geometrical pictures can give further help in uﬁﬁarstaﬁding

- what is involved in an invariant subgroup. Inspection of the

axes of symmetry of the equilateral triangle and the cube
shows that the symmetries may be arranged in a very obvious
way in different types or classes.

The equilateral triangle hag'the following symmetries:

the identity 1

1-turns 3

%Eturns 2
6

t subgroups of A., and so the guintic is insoluble. _ .




. The cube has the following symmetries:-

the identity 1
%aturns about axes through opposite edges 6
; turns about long diagonals ° . 8

v%éturns about axes through opposite faces - 3

}*tufns ahout axes through opposite faces _ 6 S
: 24

It is geometrically obvious that if a subgroup is to be
invariant then all the elements in any given class must be
treated in the same way - they must all be included or all
excluded. Heneé, in the-cagelaf P? the number of elements in
an invariant subgroup must be ¢f the form

1T + 338 + 252. with 8 §, = 0 on 1;:

1 1r "2

and this number must also divide the order of the group,
which is 6. The only possibility fer a proper subgroup is
6, =0, 6, = 1, This gives the invariant subgroup of order 3
which we know.
In the case of P4 the corresponding expression is
1 + 661 + 352 + 353 + 664, with 61i . e e
64 = g oh 1,
and the total must divide 24. There are only two possibili-
ties:=

1 -+ 8 + 3, which leades to A4,

1 + 3, which gives an invariant subgroup, but which
does not lead to an alternative solution of the quartic be-
cause it runs into the other diffieulty that was mentioned,
a suitable ¢ cannot be constructed because the gquotient group

iz not cyelic.
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_... Exencise . Apply these arguments to the icosahedron, and show
’ that A, has no invariant subgroups.
. These arguments may be put :nto an algebraic form and they
may then be applied to PS’ aud this enables the next theorem
to be proved completely.

Theorem 4
' i. The group F5 has only one invariant subgroup AS;

ii. A5 has no invariant subgréﬁps-“

All the evidence has now been accumulated to demonstrate Theo-

rem 5.
Theohem 5 The general algebraic equation of degree five can-

not be solved using only

i. rational operations,
ii. 4introduction of the xth roots of unity,

iii. extraction of Aath roots.

There are other geometrical ways of getting insight into

group stricture. The icosahedral football may be regarded as

a Cayley graph of AS‘ Cayley graphs are explaiﬁed very simp-
1y in reference (5). A triangular prism provides a Cayley

graph for PS' and a truncated cube a Cayley graph for P4_

The crucial step of finding an invariant subgroup of index 3

is illustrated well by these models. The various values which
the function ¢ takes are assoclated with the nodes of the graph.
These are partitioned into sets to be labelled ¢,, #,, ;. Com=
paring the situations arising from Examples 7 and 8 we see

how in the one case the symmetries of él are also symmetries
af,éz and ds, but hew in the other case they interchange them.

We also see how, in the satisfactory case, other symmetries
of the group exist which rotate the cosets into one another.
(The guotient group *s’ 2yclic). We may see further how F4

)
s
w‘
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has the invariant subgroup of order 4, referred té ahove,

and how there are 6 cosets, but that these may not be rotated
one to the other by using some fixed axis - showing how the
attempt to construct a § by using powers of some root of
unity as weights breaks down.

The construction of the equation jéa = § corresponds to the
geometrical problem - colour the nodes of the Cayley graph
with % colours in such a way that the sets of each colour -
are congruent, have the same symmetries, and can be rotated
into one another by using a single axis.

Once more, inspection of tha football will show that we can-
not do this.

Exercise: Yet another way of employing geometrical abjects

to illustrate group relations is to use the faces of a poly-
hedron to represent elements of the group instead of the ver=
tices. This produces duals of Cayley graphs. Thiz method was
employed by Klein and others and is described in textbooks
such as Burnside (2). It is widely used in the discussion of
groups which arise in connection with certain functions of

the complex variable.

Ihé reader may investigate the appropriate representations
of this kind for the groups which we have been discussing.



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

REFERENCES

F.J. éuﬂéEﬁ
W.5. Burnside

W.5. Burnside and
A.W. Panton

F. Cajori

I.Grossman and
W. Magnus

F. Klein
D.E. Littlewood

D.E. Littlewood

262

The Fascination of Groups, Cambridge UP, 1972.

Theory of Groups of Eiqiﬁ% Order.
Reprinted, Dover.

Theory of Eqﬁétiaqs. 2 vols. Reprinted, Dover.

An Int;ﬁdugtianVﬁphﬁhggiheégyigﬁrgguéti@nsi
Reprinted, Dover, 1969.

Lectures on the Icosahedron. Trans. G.G.Morrice. -

Reprinked, Dover.

The Skegleton Key of Mathematics.

Hukchinsan, 1950,

A Unjversity Algebra. Heinemann, 1950,

211




DI .. Y ENIREOMETRIE. IM DIENST EINER PROGRESSIVEN UND
7 v . LETEN PEDAGOGIK o

G. Glaeser, Strasbourg

Der vorliegende Vortrag tridgt den gleichen Titel wie das
Vorwort zu einem Band des "Livre du Probléme", das au-
genblicklich vorbereitet wird [(1 ], In diesem Werk wer-
den einige pHdagogische Grundsitze aufgezeigt, und vor
allem auch praktisch angewendet, die, ohwohl sie banal er-
scheinen oder weil sie banal erschelnen, immer noch zu

sehr vernachlissigt werden..

Gaundsatz:

Das Ziel des Mathematikunterrichtes hertpht nicit in den
(ibermittlung von Kenntnissen. Das Wesentliche ist die Entwick-
Lung den intelbehtuellen Fihigheiten, die nux durch die mathe-
matische Praxis erreicht werden kann: '

Anregen zum wathematischen SchiieBen, Hingihaen zun Handhabung den
Abstraktion flir die Lsung praktischer Probleme, Anspornen
von Phantasie, Kombinationser' S eur Kaeadivitit 4m Rahmen den
vorhandenen Miglici'ieiten.

Unser Standpunkt synthetisiert die drei Haupttendenzen:

- Die Pddagogik der Mathematiker "ohnt Sehilen”, wie sie zum Bei-
spiel in den Werken von Dieudonné erscheint, wo zusammed-
hingende Abhandlungen von einigen Tailen der Mathematik

erarbeitet werden.
- Den Trend der Pddagogen, die sich vor allem mit dem Ver-

halten der Schiiler beféééan, ohne dabail dem mathematischén’
Unterrichtssteff ausreichendes Interesse zu schenken. (Im

21772
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Hinblick hierauf scheinen die Arbeiten von M. WAGENSCHEIN
(2 7] ausnehmend interessant zu sein).

- Und schlieBlich die Tendenz dex Didakiiher, die sich vor

allem mit Mcﬂellen zZur Naéhrlchtenﬁbermittlung befassen,

ohne dabei das Hauptgewicht auf eine lebéndige Mathematik

und die bei den Schiilern beobachteten Reaktionen zu

legen. Das Werk von E. WITTMANN enthdlt die sichtbarsten
" Ergebnisse in dieser Hinsicht [ 37].

Unser Bestreben ist es, pidagogische Mafnahmen vorzube-
reiten, die den jeweiligen Forderunygen dieser Tendenzen
Rechnung tragen.

pas Entscheidende flir eine erfolgreiche wathematische
Ausbildung ist den definitive Buuch mit dem &ymkretischen Denken:
in den ersten Phasen seiner geistigen Entwicklung nimmt
das Kind seine Umwelt aufgrund der Fille von Eindriicken,
die in einer Masse von parasitiren Informationen ver-
borgen ist, nur globat auf.

Das Lehnen des dedubtiven Denkens, das eines der Ziele unseres
Unterrichtes darstellt, erfordert eine Amalyse und eine
Sstrukturierung dieses Bilderstromsy es geht darum zu
lernen, wie die mathematiSGhé\SpraﬁhwéiSE von den sie
umgebenden "Hintergrundgeriuschen" pefrait, die Melodie
aus den Kratzgerduschen der Schallplatte herausgehdrt

werden kann.

Um dem Schiller dabei zu helfen, diese Mukation durchzu-
flilhren, miissen proghessive, pidagogische MaRnahmen ent-
wickelt werden, die bereits mehrere Jahxe im voraus
konzipiert und geplant werden. Etwa mit vierzehn Jahren
muB der Schliler in der Lage sein, Bawelse abzulelifen und zu

erddnnen.

pie Inzidenzgeometrie eignet sich besonders gut flr
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~djieae -Aufgabe. Nachstehend z. B. eine sehr unvollkommens -
Buswahl der Versuche, die wir am I.R.E.M. von Strasbourg
durchgefiihrt haben.

a) Befrediung von Ausdruckschiierigkeiten bei den ersten Ein~
fihrungen in das mathematische SchlieBen.

- In verschiedenen Grundschulklassen (8- bis 10-jédhrige
~Schitler) erprobten wir I¥Inzidenzmodelle mit Hilfe eines - -
Lehrmaterials, das aus auf Wollfdden aufgezogenen Knipfen

bestand. .

Man stellte 2., B. die Aufgaben, die Anordnungen in der
Weise zu vervollstindigen bzw. zu modifizieren, daB "zwei
verschiedene Kndpfe staty auf einem und genau einem Fa-
den aufgefidelt sind.”

purch den Gebrauch der Auadrilcke "Kndpfe" und "Fdden'

verwendete man eine den Kindern bereits vertraute Spra-
che und klammerte die sewantischen HintergrundgerBusche
aus, die durch die Wirter "Gerade" und "Punkte" harvor-

gerufen werden.

Zum Beispiel ist die Untersuchung der Automorphismen
des vollstindigen Vierecks von Klassen mit 10-jihrigen
Schiilern in dem folgenden Zusammenhang mit Leichtigkeit
bewdltigt worden: es giny darum, Steinchen auf zwel Fi-
guren, die der nachstehenden:

analog waren, so zu verschieben, daB jeweils drei Stein-
chen, die auf der ersten Pigur "in einer Reihe liegen",
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auch auf der zweiten in einer Reihe bleiben.

Einigen Kindern gelang es {dank eines geeigneten Ma-
terials), alle 24 Automorphisinen der Figur zu finden
- {und die anderen fanden recht viele).

Danach wurde nachdriicklich darauf hingewiesen, daB es
Fiden verschiebt; dies ist viel einfacher und zeigt
deutlich die Fruchtbarkeit der Dualitidt.

Filr 12- bis 13-jdhrige Schiiler haben wir Zettel vor-
bereitet, und zwar in -m Stil "gezeichneter Streifen”
auf der Grundlage von fiktiven U-Bahnnetzen:
es wurde zum Beispiel gefragt, ob es mdglich sei, ein
u-Bahnnetz mit sieben Stationen, veon dem nur eine
Linie bereits konstruiert ist, so zu vervollstédndigen,
AaB zwel verschiedene Linien jeweils einr ‘meinsame
Station haben und zwei Stationen jeweils ceh eine .
und genau eine direkte Linie miteinander vefbundeﬁ éindg
O
@)

O—0—0—0—0
Der Vort: ' dieser "Maskeraden" lag darin, daf eine Ein-
fithrung 1n die axiomatische Methode méglich war, wahrend
die Schiller gleichzeitig von den bereits begriindeten
und feststehenden Darstellungen, die die Worter "Punkte”
und "Gerade" beinhalten, unbehelliot blieben. {Ehnliche
Versuche sind von Professor H. SCHUPP, Saarbriicken, durch-
gefithrt worden [ 4 ]).

b) Beweis und Uberzeuqung

Die Beobachtung zeigt fiir gewbhnlich, das ein Kind zur
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Begrilndung seiner Uberzeugung nicht immer einen Beweis
flir notwendig hilt, und daf ein formaler Beweis reline
Zweifel oft nicht zerstreuen kann.

In den gleichen Bereich fillt die folgende Becobachtuhg
eines 11=jdhrigen Jungen, der sich mit der nachstehenden

Aufgabe befaBte:
Aufgabe:

Mit "Drelzach" bezeichnet man ein System von drei Kanten
mit einer gemeinsamen Ecke. Man will die Kanten eines
vollstindigen Graphen mit 4 Ecken zweifarbig anmalen. Es
soll bewiesen werden, daf, wenn es bel e¢iner solchen
FPirbung ein=n einfarbigen Dreizack gibt, dann auch ein

einfarbige: Dreieck vorhanden !st.

pas Kind lief sich die Situation erst in nicht-technischen
ausdriicken erkliren und entschied dann, zundchst einmal
einen Dreizack blau anzumalen und zu versuchen, die Kolo-
rierung durchzufilhren, ohne éinfagbige Dreiecke herzu-=
stellen. Er stellte fest, daB er '
den Bl: +ift nicht mehr ver-
wende: ron: =, ohne daB ein blaues
Dreie- - s+ :and, und dal er ein
einfari.. .otes Dreieck erhielt,
wenn er die verbleibenden drei
Kanten rot malte... Zu unserem

grofen Erstaunen jedoch hielt er

der Beweis nicht fiir vollstindlg.
Er begann von neuem, die Schlub-
folgerung flir jeden einzelnen
Dreizack sukzessive durchzufllhren,
wies jedoch dabei darauf hin, daB es unniitz sei,; den Ee-
weis mit roten Dreizacks zu liefern.... Da er sich aber

fiber di= Agquivalenz der 4 Dreizacks nicht klar geworden
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war, rrkannte er nicht spontan, daB er unabhiinglg von-

einander vier Mal dasselbe Argument vorbrachte.

Dies ist ein Beispiel filr die pddagogiszuen Fallstricke,
die der Begriff des Bewelses in sich birgt. Es ist

wlinschenswert, daf geeignete Ubungen erarbeitet werden,
die die Verbindung zwischen formalem Beweis und Giltig-

keitsnachweis férdern.

Aufgabe:

Man sagt, zwel Landkarten sind gleichartig gefdrbt, falls
immer dann, wenn zwel Linder der ersten Karte eine ge-
meinsame Grenze (bzw. keine gemeinsame Grenz.) haben,

die Linder derselben Farbe auf der zweiten Karte eine

gemeinsame Grenze (bzw. keine gemeinsame Grenze) haben.

Kann man die zweite Karte, unten, ebenso anmalen wie

die erst. Karte?

Die Antwort kann nur einer Uberlegung entstammen, wobei
man versucht, eine der gewlnschten Fdrk ngen zu erreichen

wenn man von oiner der gewlinschten Fidrbung ausgeht.
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c) A sschaltung der Hintergaundgerdusche

Wenn man eine Sammlung kleiner Uberlegungen mit einigen

SchluBfolgerungen anlegt, die gut artikuliert und auch
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dazu geeignet sind, jlingeren Kindern die Logik nahezu-
bringen, stellt man fest, daB die Beweise der elementa-
ren Inzidenzgeometrie (siehe die ersten Seiten von E:Ej)

diesen Forderungen entsprechen,

Kann man jedoch die Aufgabe stellen zu beweisen, dag
"Jjede Gerade" (einer Inzidenzstruktur, die bestimmnte
Axiome befriedigt) mindestens drei "Punkte" enthdlt?
Der Begriff "Gerad ist mit einer solchen Vorstellung
verkniipft, das Ni;htﬂsinqeweinte eine Frage dieser Art

fir dumm ha' en wiirden.

Um aber dennoch dleses so kostbare Material verwenden zu
kénnen, nufd es in einem anderen Zusammenhang neu formu-
liert werden. So kann man fragen, ob es méglich ist,

ein Autobahnnetz zu konstruieren, das dies=lben Axiome
befrieciqt, und wobei bestimmte Strecken an weniger als
drei Stidien verlaufen. Man kommt somit zu akzeptableren

Frazan, mit deneun gich die Kinder (12 Jahre alt) gern

auseinanderset:sen.
Lie Verwendung von VYerkehr:netzen enthidlt andere Hinter-

ordnung der Stddte oder der Stationen beiseite gelassen

werden.

Wir befiirworten eine polykonkrete PHdagogik, wie André .
LICHNERUWICZ es nennt. Man bedient sich da.:i vieler

konkreter Situationen die ausreichend unterschiedlich

sind, damit sich die verschiedenen Hintergrundgerdusche
neutralisieren k&nnen; und alles dies geschieht zu

dem Zweck, daB das gemeinsame Element auftaucht: die

Sthuktun.

d) Das Lehnen ednen hewrdistischen Sprache

Die Geometrie ist schon lincst nicht mehr das Modell der

DS
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logischen Strenge. (Abhandlung "more geometrico").

Andererseits entnehmen die Mathematiker gerade der Geo-
metrie am hiufigston die suggestiven Begriffe und Aus-
dricke, die ihnen lie Forschung erleichtern. Es ist an-
gebracht, schon bei kleineren Kindern Stil:ewohnheiten
zu entwickeln (Wahl guter Notationen, geschickte Anord-
nungen von Zeichnungen und Figuren, usw), die das
Widererkennen der Formen.vereinfachen [ 6 .

Es gibt zum Beispiei eine "Pddagogik des Farbstiftes". Heut-
zutage firdern die Herausgeber die Lehrbilicher mit reich-
licher Kolorierung. Wenn man jedoch diese Werke esrnst-
haft prift, stellt sich manchmal heraus, daf allzu grell
hervorgehobene Einzelheiten Ablenkungen darstellen, wo-
durch den Schiilern das Wesentliche entgeht. Wir werden
spiter ein Beispiel darlber anfihren, was der Lehrer

in bezug auf den heurlstischen Stil bei den Schiilern

erreichen kann.
e) Eingdhrung in die Gruppentheonic

Bis jetzt haben wir lediglich von pddagogischen MaB-
:ahmen gesprochen, die sich fir kleinere Kinder eignen.
Nun soll jedoch von einer -~ worslich gesprochen - pro-
gressiven Pddagogik, von Versucheﬁ die Rede sein, die
sich an die Studenten im ersten Studienjahr an der Uni-
versitdt, ebensec an angehende Eeﬁfef {zwel Jahre vor
ihrem Eintritt ins Berufsleben) richteten. Es ging da-
rum, sie in drei, jeweils zweistindigen Unterrichts-
Poppusschen Konfiguration untersuchen zu lassen. Man
stellt fest, dal die meisten Schlilsselbegriffe dort
vorkommen (Nicht-~Kommutativitdt, ausgezeichnete Unter-
gruppen, Transitivitdt, Nicht-Primitivitdt, Paritit

einer Permutation, Zerlegung einer Permutation in Zyklen,
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Existenz von Fixpunkten).

Die Studenten stellten rasch fest, daB eine Art des

Vorgehens darin bestand, las obige Gitter in zwei Aus-
fertigungen herzustellen und Steinchen von einem Gitter
auf das andere zu verschieben (wie beim Hiipfspiel). Sie
entdecken bereits am Anfang, daB die Relation: "Die
Punkte ... und ... 4ind nicht durch eine direkte Linie
verbunden" eine Hugivalenzre!~'.on ist. Es war ange-
pracht, die zu einer gleichen Klasse gehfrigen Punkte
in derselben Farbe anzumafen. Ebenso sind drei Ricntungen
vorhanden, die die Aquivalenzkiass.o saarwelse ge-
rrennten Linien sind. Und auch hier k wiederum mit
Hilfe des Farbsiiftes diese wichtige Tatsache heraus-

gestellt werden.

pDie untersuchte Gruppe von Automorphismen ist von der
ordnung 108. Es ist also uninteressant, davon eine Ver=
kniipfungstafel aufzustellen. Aber man kann diese 108
Automorphismen nach ihren Fixpunkten (oder dual dazu

nach ihren Fixgeraden) klassifizieren, oder auch nach
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der Paritit der Permutation, die sie auf den Punkten
{oder den Geraden) induzieren, oder nach den Permuta-
tionen, die auf den Farben der Punkte (oder den Rich-

tungen) induzieren.

Eine Aufstellung aller dieser ausgezeichneten Unter=-
gruppen ist leicht und auf natlirliche Weise zu machen.

Vom didaktischen Standpunkt aus scheint uns das systema-
tische Durchfilhren dieses Beisplels weitaus gewinnbrin-
gender zu sein als elne Vorlesung {iber die elementare
Gruppentheorie. Nach dieser Art von Tdtigkeit kdnnen
durch die rasche Lektiir: :ipnes Kapitels {lber Algebra
die Beériffe an die richtige Stelle geriickt werden.
Diese Lektiire wird den Studenten jedoch auf jeder Seite
an lingst be:bachtcte urd analysierte Tatsachen er-

innern.

Am SchluB dieses Vortrags muB unbediugt auf den frag-
mentarischen Charakter dieser Auswahl von Beispielen
hingewiesen werden: in Wirklichkelt umfaBt die Arbeit
des I.R.E.M. in Strasbourg weitaus vielfdltigere Aspelktu:
vor allem vergift man nicht, Beispiele aus der Praxis

zu behandeln. .
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UBER EINIGE ERFAHRUNGEN DES T5CHECHOSLOWAKISCHEN EXPE=
RIMENTALZENTRUMS. ’
KOMBINATC: ISCHE GEOMETRIE IM ﬁmgﬁmcmi

J. Vy8in, Prag

Mein Beitrag betrifft einige Fragen des Geometrieunterrichts,
wie sie si~h uns vom Stand einer zehniihrigen Forschungs-
titigkeit aus darstellen. Diese Forschungstdtigkeit wird
vom Kabinett flir Modernisierung des Mathematikunterrichts,
einry kleinen didaktischen Forschungsabteilung des Mathe=
matiscnen Instituts der Tschechoslowakischen Akademie der
Wissenschaften, geleitet. Der Experimentalunterricht lduft
an 12 Experimentalschulen; davon sind 9 neunjihrige Grund-
schulen (ohne Selektion) und 3 vierjihrige Gymnasien. Man
unterrichtet da nach dem {iblichen Stundenplan, aber nach
einem besonderen Tehrplan und mit Hilfe buesonderer Lehr=
texte, Diese sind meistens als thematische Hefte verfalt
{also nicht als Lehrbiicher fiir einzelne Jahrginge); auBer-
dem wardan'nésh Arbeitsblitter, Sammlungen von Vorberei=
tungsaufgaben (Motivierungsaufgaben) und Sammlungen von Kon-=
troilaufgaben verwendet. Die Unterrichtsformen werden ent-
sprechend dem Altersniveau der Schiller gewdhlt und gefindert.
Der Forschungscharakter des Experimentalunterrichts besteht
besonders darin, das aufgrund der mit Hilfe didaktischer
Tests festgestellten Ergebnisse einige themati<che Halite
von Zeit zur Zeit durch neue ersetzt und im mathematischnen
Experimentalkursus an gesigneten Stellen Sonden eingegl.e~-

dert werdcn. Die Sonden sind gewisse "Min.exyerimente", mit
9 ]

deren Hilfe man diegAnwendbarkeit, Angomessgenheit und At
tivitit neuer Themen untersucht, wobei man vor allem die
Schillerreaktionen auf diese Themen studiert. Unserer Hypo-
these nach soil der Unterricht in der Grundschule nicht zu
systematisch sein; er soll eine Gesamtheit von Propddeuti-
ken vorstellen, er soll die Schiller durch seinen Inhalt an-

zieshen und durch seine Methoden aktivieren. In der
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Mittelschule liegt nntirlich eine andere Situation vor.
Nach unserer Auffassung tritt dort nach und nach der de-
duktive Charakter der Mathematik immer mehr hervor, und

das System im Unterricht ist Uberwiegend. Aber auch da

darf man nicht den Grundsatz verlassen, daB der Ma'l..ma-
tikunterricht sowohl dem Inhalt wie auch der Form nach
niitzlich und interessant sein soll. Diese letzte Forderung
wird wahrscheinlich durch Aktivitdten verwirklicht, die vir
mit der Gesamthezeichnung Probfemunternicht kennzeichnen. Wir
verstehen darunter einen lberlegten, hzuristisch andolegten
Unterricht, dessen Kern zweifellos geleitete Entdechungen sind.

In unseren Lindern hat der Geometrieunterri. .’ . den Selek-
tionsschulen eine alte Tradjtion; es handel: i~ freilich
um die klassische konstruktive Geometrie, w :«7 n die

Vertreter der projektiven Geometrie des XIX. Jaanrhunderts
anschlossen (z.B. Gebriider Weyr), sowie an die sog. tsche-
chische geometrische Schule. deren Einfluf noch in der Zeit
zwischen den beiden Weltkriegen nachklang (Sobotka). Da ge-
h8rten zum Mittelpunkt des Unterrichts die Aufgaben, groéf-
tenteils sehr interessante Aufgaben mit sinnreichen L#sun-
gen. Es waren aber solche Aufgaben, die wir im Problemunter-
richt heute ungern sehen; donn diese Aufgaben {iberzeugen den
Bearbeiter nicht daven, daB die Theorie ndtig ist, daf man

. ohne Theorie keinen Schritt vorwidrts machen kann. In der

‘Mittelschule gingen Theorie und die Aufgaben beziechungslos

nebeneinander her. Die Theorie war der fade, manchmal £lir
die Schiiler schwer begreifliche logische Aufbau der eukli-
dischen :.:ometrie. Wenn auch manche Didaktiker der Gegenwart
die euklidische Geometrie flir ein ausgezeichnetes Muster
halten, wie sich aus einem konkreten Modell eine abstrakte
Theorie ausarbeiten l33t, Zeigen unsere Erfahrungen etwas
anderes. Im Mittelpunkt des Interesses filir die Mathematik am
Gymnasium und noch mehr an der Grundschule steht im allge-
meinen nicht der logische Aufbau. Namentlich in der Geome-
trie entsteht die Situation, die nur einem Fachmann vé&llig

verstidndlich und annehmbar ist, daB ndmlich gewisse mit

vy
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Hilfe der Anschauung gewonnene Kenntnisse ohne Beweis v
ausgesetzt werden, Qégegen andere ebenso evidente Tatsacher
manchmal sehr milhsam mit Hilfe eines deduktiven Verfahrens
abgeleitet werden. Unsere Erfahrung zeigt, das die schil-
ler der Grundschulen und auch der Gymnasien mehr danach
verle en, in der Geometrie etwas Neues kennen zu lernen,

kleir.. Probleme mit angemessenem Schwierigkeitsgrad zu lé-

sen, ¢+ denen das Ergebnis nicht im voraus intuitiv be-
kar . und wo in der Tat gewisse "Miniforschungen" er-
forcerlich tind.

Wenn =s wahrt ist, daB an der Wiege einer ganzen Reihe mathe-
matischer Disziplinen die Geometrie stand, wie es illbrigens
dic mithomatische Terminologie zu bezeugen scheint, so kann
daraug die Berechtigung des didaktischen Verfahrens folgen,
die man kurz als Geemetrisienung den Schulmathemaiik Lezeichnen
kann, Das bedeutet, daf wir den geometrischen Zugang zu
verschiedenen Themen verstidrken wollen (wie 2.B. Arithmetik,
Algebra, Funktionentheorie, mathematisc:.: Analysis u.a.).
Ferner wollen wir die Foordinatenmethode, geometrische Ab-
bildungen, graphische Methoden zur L&sung von Gleichungen
und Ungleichungen, geometrische Topologie usw. verwenden.
Wir sind der Meinung, daB daduxch ausdriicklichk die gut be-
kannte psychologische Tatsache geltend gemacht wird, dag die
Mechrheit der Menschern dem visuellen Typus angehdrt. Dabei
haben wir keine Angst, daf dieser Weg zu einer Vulgarisie-
runn -~ oder anf der Oberstufe - zur Unterdriickung der De-
dul, .an fihren konnte. Im Gegenteil. Unsere Erfanrungen zei-
gen folyendes: Tm Falle des geometrischen Zugangs und der
graphischen Methoden geraten die Schiiler in die Lage, wo

sie einen gepaueren Apparat brauchen als dei.jenigen der kon-

struktiven Geometrie. Sie wollen wissen, warum ein gewisser

Apparat funktioniert. So hegirhcn sie selbst, & ive Be=
griilndungen zu fordern. Namentlich in der U, : ist
eine solche unaufgezwungene Einflhrung der Dedu. 1 gsehr
gegignet.
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Die angedeutete Auffassung des Mathematikunterrichts dndert
natiirlich die Rolle der Geometrie sehr wesentlich. Beim
geometrischen Zugang befindet sich die Geometrie v&llig im
Die~st der anderen Lehrstoffgebiete. Wollen wir die "echte"
Geometrie retten - und aaé scheint uns fast unentbehrlich
zu s=in = missen wir eine geelgnete nichﬁbtraditianelle
Thematik suchen, die mit unserer Auffassung gut Uberein-
stiint. In unserédm Experiment haben wir eine gute Erfahrung
mit der kombinatorischen Geometrie gemacht. Erlauben Sie mir,
diesem Thema einige Bemerkungen 2zu widmen.

Die kombinatorische Geometrie erfrischt wirklich die Fad-
heit der euklidischen Geometrie. Sehr eng hingt sie mit
einer Reihe von Themen der Schulmathematik zusammen: erstens
ist es die Kombinatorik selbst, weiter die Arithmetik der
ganzen Zahlen (samt der mathematischen Induktion), die kon:
struktive Geometrie und geometrische Axiomatik, die klassi-
sche und moderne Algebra (unter den Strukturen namentlich
die Gruppen und die m2trischen Rdume), dann die elementars
Mengentheorie und Topologie, die Graphentheorie, die Theirie
der konvexen Mengen u.a. In methodischer Hinsicht biletel !ie
kombinatorische Geometrie viels Gelegenheiten zum heuri.:i-
schen Int-vricht, zum Experimentieren, zum Entwickeln von
Proble;.. ltuationen, zur.Analyse der Begriffe und der vergchie-

denen Jevi .hren.

Was da. 7 nniiedern der kombinatorischen Geometrie in den

Mathematis+ “: .=1cht a=helangt, so sehen wir diese folgender-

mafen: Es ...t sir.t um eine Disziplin mit geringer eige=
ner Theorie, abzr mit einer groBen Menge von Problemen ver-
schiedenar Schwierigkeit und ierschiedenem Anspruch an die
erforderliche Technik. Deshalb kann man sie in den ganzen
Mathematikkursus sinstreuen, sozusagen"vom Kindergarten bis
zur Universitdi’ . Jede der kombinatorischen Geometria gewid-
mete Stunde bringt Gewinn.

Wir haben folgende Vorstellung von der Einglihrung der hombinato-
aischen Geometrie in den Mathematikunterricht: Man wdhlt
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geeignetes Material von Aufgaben 1an tellt es nach der
Technik ein, die fiir das L&sen ndtly ist. Man gliedert
Gruppen von diesen Aufgaben - besser cvesagt Problemsitua-
tionen - an denjen.gen Stellen ein, wo die entsprechende
Technik durchgenommen wird - also unter dem Gesichtspunkt
der Anwendung. Es handelt sich also um ein gewisses "Durch-
schiefen" der Schulmathematik mit den Elementen der kombi-
natorischen Geometrie. Dabei 1.t zu beachten, daB ein und
dieselbe Aufgabe sich auf verschiedenen Niveaus der Allge-
meinheit und Schwierickeit 15sen ldBt, was sehr gut.mit dem
Prinzip den Spiraflehnpline ibereinstimmt.

Das Kabinett hat vorldufig ein einziges Sondierungsex, s1i - ani
aus der kombinatorischen Geometrie im letztev ' arxgar, ~°rf
Experimentalgrundschulen durchgefiihrt. Eine- prechenden
Forschungscharakter hatte auch die Eingliederuny des Themas
"kombinatorische Geometrie" in das fiir die unter den Gymna-
sialschiilern ausgewihlten Teilnehmer der Mathematikolympia-
de veranstaltete Seminar. Der Inhalt beider Erprobungen ist
namentlich aus folgenden Themen ausgewdhlt worden: Inzidenz-
probleme - Einteilung in Gebiete - Konfiguratijonen und end-
liche Modelle -+ Netze - namentlich Netze von Gitterpunkten-
Eigenszchaften der konvexen Mengen - Realisierung sder Bedin-
gungen fir Entfernungen - Deckungslawegungen. Das Material

fiir diese Themen wurde aus folgenden Bilcii2rn geschéuft:

Hadwiger = Debrunner: Xxombinatorische Geometrie der Ebene.
Genf 1960.

Jaglom - Boltjanskij: Korvexe Figuren. Berlin 1974,
Meschkowski: Ungel&ste urd unldsbare Probleme der Guometrie.

Braunschwelig 1960.

Wir haben einen Komplex von etwa 50 Aufgaben in 6 Arbeits-
blittern zusammengestellt, die filir 12 Unterrichtsstunden ge-
plant worden sind. Zu den Aufgaben gehdren beispielsweise

die folgenden:

1. Es ist die Rekursionsformel fir Aie Anzahl der Geblete
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abzuleiten, in welehe die Ebene durch n Kreislinien einge-
teilt wird, von den:n je zweli sich schneiden und je drei
keinen gemeinsamen Punkt haben; es ist das Verfahren zu be-
schreiben, wie sich eine solche Gruppe von Kreislinien kon-

struieren l&ft, und zwar flir einige numerische Werte von #u.

2. Esg ist zu bestimmen, ob man in einer Ebene ein System M
von 6,7,8,... Punkten Konstruieren derart kann, daf M in
keiner Gerade liegt und die Verbindungslinie von je zwei
Punkten aus M mindesten einem weiteren Punkt aus M enthidlt.

Diese Aufgabe stellt eigentlich den experimentellen Zugang
zum Satz von Sylvester dar, der schlieBlich als Hypothese

ausgesprochen wird.

3. Es ist das Quadrat ABCD gegeben, dessen Seite die Linge 1
hat. Die Menge M ist folgendermaBen definiert: a) sie ent-
h8lt die Punkte A,B,C,D; b) mit zwei verschiedenen Puunkten
¥X,Y enthilt sie auch den Mittelpunkt der Strecke XY. ¢) die
Menge enthilt keine anderen als die durch a) und b) bestimm-
cen Punkte. Die Aufgabe lautet: konstruieren Sie einen Punkt

__PeM, der weder einer Seite noch einer Diagonale des Quadrats

ABCD angeh&rt. Untersuchen Sie, welche Zahlen die orthonor=
malen Koordinaten der Punkte von M sind, wenn wir die Gera-
den BB, AD als roordinatenachsen wdhlen., Konstruieren Sie

eine das Quadrat ABCD schneidende Gerade, die keinen Punkt

von M enthdlt.

Wirklich dberraschend war die Schiilerreaktion auf die ge-
stellten Aufgaben. Obwohl es :‘z2F um keine Selektionsklas-
sen handelte, waren die Schiiler auBerordentlich aktiv, sie
bearbeiteten sdmtliche Arbeitsblidtter in einer kiirzeren Zeit
als urspriinglich vorgesehen war. Die Schiiler leiteten selb-
stdndig rekursive Formeln ab, flillten die Tabellen aus und
bemiihten sich, die Endformeln zu finden, die sie dann mit
Hilfe der rekursiven Formel ilberpriiften, d.h. sie fanden
eigentlich den Beweis aufgrund der mathematischer Induktion,

von der sie vorher nie gehort hatten.
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Belm Livson Jder konstruaktivon Aufqaben, 200 der ourwihnten
Aufgabe won o Eredslinten, beagrilfen e Sechitler pach ooin -
qen anrecendsan ragen, dall oin arofder Unit erschied 2wl schen

den Lwidom Vorfahren boasteht:"Befldateg 6 Lis 2 Kreiclinien

mit dery werlangt en Bigennenaften 7o kopatrsjorop™ arud "ed nen

rekurgiven Algoritheos angtgebon, wie sich ein solchies Hyn-
i, " P

tor o Frotabinion Tar gerdesy ow (e 6 0 iv ) verlakiich

bhestimmern Liiat ",

[sn Semipon Lilr Cyrmas ion haben wir manche von cer At der

Aangefilaten Aufoalien auf hihorom Hivean geldot . So 2,0, ba-

wienech due Sohller den Sats son Sy lvestor mis HHPlfe dor Kon=
grueny. MY Hilfe evines endlichen Modolles dor affinen Inzi-
den gageonectrio lejboten sle sogar b, daf dieser Satz kedn
Saty der Inzidenzaeometrie ist, wie man lautl selner Formulie-
rung falsch sehlicofen kénnte. Auch die Aufgabe von der Ein-
tet luner der Ebene dureh v Ereislinfen kam 72,B, in clper keom-
pliziertoren Variante vor: die Gebleto, in welche die Ebane
von Kred=slinien klgg:g;kﬁP1HQQtG[lt wirel, wurden mit binldren
Kanrdinatoeon charakterisiert {die Zahl xi:| bodeutet, dald das
Geb et Im Koeld s I.:l liegt, die Zaiil xi’-g bedeutet das Cagen=
tesl 1), Das Problem war folagendes s os Lok featountelien:, ob
man dico Kretse k preee Lk n derart wihlen kann, dan verschiede=
fie Gebicte verschicdene Koordinaten habon. Eine andere im
Sentjnar celbste Aufeabe bezog sich aufF Gitterpolygone, d.h.
Polygone, deren slimtliche Dokpunkte Gitterpunkte elnes Qua-
dratretzes gind: ferpor auf e Konstruktilonen von Punktmen—
ien, hesl denen je zwedl Punlite aine ganzzahl e Entlfernung
haben {($atz von horauk) u.a,. Auch In diesem Sominar waren
das Interesse und die AkLivitit der Tellpehmer auferordent-

lich hoch,

Man kann sagen, daf die Erfahrungen, dic wir im Ex’przrimfznti
wie auch im Seminar gewonnen haben, [ir uns eine angenchne
berraschung waren. Wir werden an den Texten welter arbeiten,
und wir hoffen, daf die Schulverwaltung unsere Erdebnisse in
der brelten Reform des Mathematikunterrichts ausniitzen kin-

nen wird,
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Unter der Modernlsierung der Schulgeometrle versteht man
gewbhnlich dle Entwicklung der Vektor- und Matrizenalgebra,
der Elemente der Topologis, vielleicht auch der Gruppen ven
geometriaschen Abbildungen und der Graphentheorie. Sehr oft
handelt ea sich um Mathematikgebiete mit grofen Theorlen,
aber relativ geringen M&qglichkelten fir anregende Aufgaben,
Bagegen steht die kombinatorische CGeometrie, die aus der
eiikl idischen Geometrie herauswichst, in elnem Gegenpol. Ihre
Bedeutuny fUr die Rekonstruktion des Geometrieunterrichts
{at bisher noch o ht richtlig bevwertet vorden.
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SHORT STATEMENT FROM THE IRISH DELEGATION TO0 THE

BIELEFELD COMFERENCE ON THE TEACHING OF GEOMETRY

Chairman,

I am glad of this opportunity to pay a well earned tribute
to you and to your Committee for the splendid way in which
this conference wasg organised. We have learned much from
the formal lectures and from the working groups and in

the coiurse 6f the past £ew days we have met people who
have contributed to our knowledge of Mathematics in
general and to our knowledge of geometry in particular.
NMow at the end of the conference we can percelve and
understand more fully the "problem strateqy" and we can
see more clearly that "Viaual Mathematics" is a powerful

pedagogical tool.

The problem of the "why"” and the "how"™ of axioms, defini-
tions and theorems is still with us but we feel that
the strategy adopted in our Irish syllabus is the correct
one, For although we have a "build up" thxouch axioms and
definitions, the teaching aims to motivate by intuition
and by problems. The seeds of geometrical thinking are
sown in the First two years. The crop of well known
Euclidean theorems are reaped in the third. And the
concepts of sets and functions used both in Algebra and

Geometry are powerful unifying factors.

The Syllabus ist the results of two years' vwork by a
committee of nine people representative of the teaching
bodies and of the Department of Education. The committee
spent another year on the preparation of a sanple
examination paper. In arriving at a consensus, the committee
studies many methods, including the I.M.U. method used

in Sweden and it Zfook {ndo consideration the
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recommendat ions of various reports, in particular:

The Teaching of Geometny al the Pre-Cotlege Levet

(roceadinas f Lhe 2nd, C.5.M.T. Conference at Carbondale

1l1linois in 1970 - BEdited by H. G- Stoiner)

Leatunes on Modenn Teaching o4 Geome thy and nobated topics

(I.C.M.1. seminar in Aarbus 18 60 .

New Tronds in Mathematics Teachdng

(U.N.E.5.C.0.), VoL, | (1866), vel 1T (1970).

Cunnicalum Inprovement and Educat<onal Development

(O.E.C.D. 1966)

Texts, using many colours, have been written to suit the
syllabus and T.V, programmes on the material are available

during the school hours.

No syllabus to-day should remain static for very long
and in Ireland a review is carried out every five years.
As a result of this conference in Bielefeld we hope to
suggest some improvements when the next reviev takes

place.

Generally speaking I am happy about what has been achieved
at this conference. 1 feel, however, that three arecas

have not been adequately touched upon - topology, proba-
bility and operations research - which have many appli-

cations to deometry.

Any course in elementary geometry should, I feel, begin
with the topelogical ideas of arc, curve, closed curve,
simple closed curve, inside, outside and should use the

Kénigsberg bridge problem as a notivation for even and
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odd nodes. Children (and teachers also) are aiways
facinated by unsolved problems and there is none more

casy to formulate than the Four Calour Problems.

pProbability and its applications have a greater impertance
to-day than ever bafore and many problars are hest

articulated and zoived by means of grometry.

At a recent International Conference in Scotland on the
teaching of Computers much was made of the following
problem as an ideal computer orientated test:

"A glass rod falls and breaks into

three parts. What is the probability

that the three parts form a triangle"?

When viewed from a geometrical viewpoint, the sclution
is obvious. Lt the three parts have lengths x, y and
£ - [(x + y). Then

Z

. W
L e e
na

o Yo

Since the ratio

area of shaded : area of feasible =1 : 4,
the required probability is %i
A standard problem in Operations Research (0.R.) is one

of maximizing or minimizing a linear function under given
linear constraints. The resulting linear programming (L.P.)
proclem is solved by the Simplex method and this method

makes great use of the theory of vector spaces particulazxly
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that of Basis.
These three areas combining as they do the visual and

the problem strategy s¢rve as unifying elements in the
overall "axiomatic® approach to our syllabus.

Thank You.

t&d—
[P

2&
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AKTUELLE PROBLEME DES GEOMETRIEUNTERRICHTS. DISKUSSIONS-
PUNKTE WAHREND DER BIELEFELDER GEOMETRIE~TAGUNG.

H.G. Steiner und B. Winkelmann, IDM Bielefeld

Den auf der Taqunyg gehaltenen Vortrigen folgten Diskussionen
in einzelnen Gruppen, Berichte der Diskussionsleiter im Ple-
num und anschliefende Plenumsdiskussiorien. Am Ende der Tagung
fand ein lidngeres gemcinsames Gespréch statt. Den folgenden
Ausflihrungen, die sich auf einige Schwerpunkte konzentrieren,
liegen Protokolle {iber die verschiedenen Diskussionen zugrun-—
de. An dieser Stelle sel deon Diskussiongleltern aus dem Kreis
der Teilnehmer und den Protokollanten aus den IDM vielmals
gedankt.

0. Linige Vorbemerkungen zun Gesamtentioick fung

Versucht man einen Vergleich mit friheren internationalen
Tagungen zum Geometrieunterricht (Aarhus 1960, Carbondale
1970) , so zeiat sich in der Bielefelder Tagung insgesamt eine
Akzentverschiebung von den inhaltlichen Fragen, insbesondere
der Darlegung mathematischer Alternativen, zur Problematik
der Rechtfertiqung bestimmter Stoffauswahlen, zur stdrkeren
Berilcksichtigung der psycholoaischen und piddagogischen Aspek-—
te, zur Frage nach neuen Organisationsprinzipien, nach denen
geometrische Anschauung, Anwendungen und Problemltsen stirker
zur Geltung kommen k&nnen.

Der Fragenkatalog, der 1970 vor der Carbondale-Tagung an die
Teilnehmer verschickt wurde, enthielt folgende Punkte:

(1) Einfilhrung in dle Geometrie in den ersten Schulijahren:
topologische Aspekte; Behandlung riumlicher vor ebener
Geometrie; experimentell-empirische Einstellung zur Geo-
metrie; Vorbereltungen zur Abbildungsgeometrie; Symme-
triephdnomene.

(2) Geometrie filr die Mittelstufe: Rolle der affinen
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Geometrie; Ubergang von elner experimentellen zur theo-
retisch-deduktiven Einstellung; die Rolle der Mathemati-
slerung; die Behandlung dér Begriffe Ordnung und Orien-
tierung; Mbglichkeiten zur Einfﬂhfung des Winkelbegrifis;
Zusammenhang zwischen Geometric und Zahlen (Algebraisie-
rung); gruppentheoretische Aspekte der Geometrie; Kongru-
enz; ARhnlichkeit:; geometrische Konstruktionen; Mafgréfen
wie Linge, Winkelmap, Fl4cheninhalt, Volumen.

Geometrie auf der Oberstufe: Aufbau der Geometrie von
der linearen Algebra aus; Koordinatengeometrie; lineare
Abblldungen; Bilinearformen und Kegelschnitte; die ortho-
gonale Gruppe; Einordnung der Trigonometrie; projektive
Geometrie: nicht-cuklidische Ceomeatrie; konvexe Mengen;
kombinatorische Geometrie: topologische Aspekte der Geo-
metrie; Anwendungen der Geometrie; die Verwendung der

geometrischen Sprache in anderen mathematischen Gebieten.

Hinter diesem breiten Stoff- und Darstellungsspektrum standen
dis Bemithungen der Didaktik der Mathematik, die in der mathe-
matischen Wissenschaft vorangegangenen Entwicklungen flr die

Niveaus des Unterrichts zu verarbeiten. Es handelt sich dabei

vor allem um folgende Hauptthemen:

{a}

(h)

{c)

pie Auffassung der Topologie als einer sehr allgemeinen
Form von Geometrie und ihre Verwendung als Explorations-
und Experimentalfeld flir geometrische Komponenten des
Grundschulunterrichts.

hie Rolle der Abbildungen und Abbildungsgruppen zum Ver=
stdndnis geometrischer Relationen wie Kongruenz, Bhnlich-
keit, affine und projektive Verwandtschaft, ihre frilhzei-
tige Vorbereitung und Beriicksichtigung schon vom Grund-
schulunterricht an und ihre Stellung bei einem syntheti=
schen Aufbau der Geometrie im Unterricht der Mittelstufe.
Die MSglichkeit des Aufbaus der euklidischen (affinen

und projektiven) Geometrie auf der Grundlage des Vektor-
raumbegriffs und der linearen Algebra sowohl als Alter-
nativkonzept zur synthetischen Geometrie auf der Mittel-
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stufe wie als moderne Welterentwicklung der analyti-

schen (Koordinaten-) Geomektrie der Oberstufe.

Als entscheidender Vertreter einer kompromifilosen Realisie~
rung von (¢) meinte Jean Dieudonné mit seinem Verdikt "A

bas Euclide" die Ablehnung aller Bemlihungen, synthetische
Geometrie ohne unmittelbare Verwendung der Zahlen an irxgend-
einer Stelle des Schulunterrichts systematisch zu behandalﬂ12
Nach Kenntnisnahme der obigen Stichwortsammlung flir die Car~
bondale-Taguny sagte er seine Teilnahme mit dem Hinweis ah,
ar kénne an einer Tagung nicht tellnehmen, auf der andere

Alternativen auch nur in Erwdgung gezogen wilrden.

Hinsichtlich der Stellung der Geometrie im Unterricht der
Oberstufe (Sekundarstufe II) stehén die Lehrpldne und Lehy«
biicher in der BRD gegenwirtig in gewisser Ubereinstimmung mit
den Forderungen Dieudonnés, Sie haben sich im Bereich An&ly-
tische Geometrie den Anflingervorlesungen an den Universitdten
zur Linearen Algebra angepaBt und stellen h3ufig Miniaturen
daven dar, die neuerdings zunehmend als mathematisch und pd-
dagogisch unbefriedigend angesehen werden.

In der didaktischen Literatur sind zahlreiche Versuche ver-
&ffentlicht worden, einen Ubergang von einer in der Mittel~
stufe zuniichst ohne Verwendung der Zahlen angesetzten Geome~
trie zum reellen Vektorraum und zur linearen Algebra herzuy-
stellen, wobel die Konstruktion der reellen Zahlen mit vep~
schiedenen Variationen nach dem Vorbild won E. Artins "GeO~
metric Algebra" als Automorphismenring der Vektorgruppe im
Verlauf des pufbaus der Geometrie erfclgtz)- G. Papy beschritt
in "Mathématigue Moderne 2: Nombres Réels et Vectoriel Plan"

1) Siehe hierzu auch J. Dieudonné: Geometrie in den Gymnasien und in dex

modernen mathematischen Forschung ("Die Fehlgriffe von v. Staudt" oder
“yom unheilvellen Einflufl philosophischer a prloxi Ideen auf die Mathema~
tik"), Vortrag in Braunschweig 196&, vervielfiltigt beim Westermann Verlag,
Braunschweig.

2) Siehe hierzu etwa: a) A. Kirsch u, F. Zech: Affine Geometrie der Ebene.
Stuttgart 1972, b) H.G. Steiner: Grundlagen und Aufbau der Geometrie in
didaktischer Sicht. Minster 1966
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(1965) als einer der crgten einen flr den Unterricht ausge-
arbéiteten Weg in dieser Richtung, der mit einigen Abwei-
chungen im wesentlichen auch von W. Servais in seinem in
diesem Heft abgedruckten Beitrag dargestellt wird. Entspro-
chende Vorschlige sind in der BRD auf  dem Schulbuchniveau
pbisher nicht umgesetzt worden, und es dlirfte hier wohl all-
gemein Skepsis gegenilber einer angemessenen unterrichtlichen
Realisierbarkeit bestehen.

Demgegeniiber haben in der BRD in den letzten 15 Jahren auBer-
ordentlich starke Bemllhungen vorgeherrscht, eine Axliomatik
in den Lehrbiichern der Mittelstufe zu entwickeln, die die
Euklid-Hilbertschen Koncruenzaxiome durch Abbildungsaxiome,
hiufig ausgehend von den Geradensplegelungen, ersetzt. So-
weit damit globale Axiomatisierungsanspriiche verbunden sind,
diirfte auch hier das grunds#tzliche Problem, beim Schller
ein den gesamten Aufbau durchhaltendes Interesse und Ver-
gtindnis -fir die unumgdnglichen Systemfragen neben den in-
haltlichen Aussagen zu erreichen und zugleich andere Aspekte
der Geometrie zu entfalten, uniiberwindbar sginsz tiber die
entsprechenden negativen Erfahrungen scheint sich allmdhlich

ein Konsensus herauszubilden.

Die Einbeziehung topologischer Materialien, Ubungen und Pro-
blemstellungen in den Unterricht der Grundschule und die geo-
metrische Prop4deutik der Orientierungsstufe (5. und 6.
Schuljahr)hat neue Dimensionen filr den elementaren Unterricht
éréffﬂatql Faft man Geometrie in einem welteren Sinne als
durch Topologie ergiinzie Gesamtheit auf, sQ werden durch ent-
sprechend angelegte Lernangebote sicher die geometrischen
Fihigkeiten insgesamt gef&érdert, was durch Untersuchungen
3) Hierzu: a) H.G.Steiner: Analyse von Lehrbiichern der Geometrie fir die
Mittelstufe der Gymnasien. Zentralblatt fir Didaktik der Mathematik
1/1970, pp. 11=15. b) G.Holland: Voschlige zur Entwicklung eines Curri-
culums fir den Geometrieunterricht in der Sekundarstufe I. Beitrdge zum
Mathematikunterricht 1972, Teil 1, pp. 1o03-118.
4) Siehe etwa: H.Winter: Geometrisches Vorspiel im Mathematikunterricht

der Grundschule, Der Mathematikunterricht 17 (1971), Heft 5 und die
dort angegebene Literatur.
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belagt wurdegl Eine offane Frade lst die Weiterflihrung der

topologischen Anteile im fortgesetzten Unterricht, wozu bis-
her kaum Mbglichkeiten der vertiefung und Systematisierung
erbrtert wurden, Eine andere FPraye ist die Auswirkung einer
frihen Beschiftigung mit topologischen Sachverhalten auf die
Entwicklung der Fdhigkeiten in den nichttopologischen Anteli-
len der Geometrie, Diess scheint verhdltnismdfig gering zu
gelin, wihrend von den kombipatorischen Komponenten golcher
Bestandteile der Topologhie wie der Aguivalenz von Netzen,
Weyen in Netzen, Firbungsproblemen, Graphen usw. eher eine

Férderung der Rechenfihigkeit zu resultieren s:heintﬁz

1. Geometnie in dex Guundschule (6-12jdhrige)

Mit diesem Geganstand beschiiftigte sich eine Arbeitsgruppe.
Die Diskussion erbrachto sunfichst eine Bestandsaufnahme des
Geometrieunterrichts in wuor Grundschule der BRD, Die vorfind-
baren Lehrginge unterscheiden sich sehr stark in der Auswahl
und Quantitit der Inhalte, pas Kontinuum erstrackt sich von
Kursen, die fast keine Geometrie beinhalten, bis hin zu Kur-
sen, nach denen sehr viele Aspekte der Geometrie behandelt

werden, wioc:

Kennenlernen einer Vielzahl geometrischer Formen und ihrer

[

Eigenschaften;

0 Abbildungsgeometrie, speziell kongruente Abbildungen;

o Vorbereitung des Flicheninhaltsbeqriffs;

o Eine Reihe geometrischer Probleme, die unter topologischen
und kombinatorischen Gesichtspunkten behandelt werden;

o Anfidnge der Kérpergeometrie.

5) Sishe etwa: H, Wallrahenstein: Unterrichtsversuche zur Topologie im
&, und 6. Schuljahr. Beity¥ge zZum Mathematikunterricht 1971, Hannover
1972, pp. 250=-164.

6) Siehe hierzu: I, Weidlg: Topnlogie als geometrische PropAdeutik? Bei=
trige zum Mathematikuntewricht 1975. Hannover 1975, pp. 207-211.
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g wurde deutlich, daid elne Liste mathematischer Begriffe
nicht das reprisentlert, was sich im Geometr leunterricht der
Grundschule abapielt. Die von den Kindern gesammelten Un-
gangserfahrungen sind zunidchst von anderer Art als aich in
der geometrischen Begrifflichkeit niederschldgt. Sic bildet
den 2ielhorizont, sagt aber nichts Gber die Stadlen der Be-
griffasgencso aus,

im Vordergrund der Diaskussion atand die Frage nach den "ta -
rum" . Was sind dio Grundvorstellungen, aul dic hin nan Geo-
motrie in der Crundachule ausrichten sollte? Dabel warden dic

folgenden, #.T. divergenten Thegen formullert:

}. Geometrle in der Grundschule ist als eine Vorstufe bzw.
Priflguration der Geometrie in der Seckundarstufe anzusehen.

2. Geometrie in der Grundschule sollte der Férderung der kind-—
lichen Persdnlichkeit dienen.

3. Das Hauptziel des Geometrieunterrichts in der Grundschule
liegt im Explizitmachen von Umweltsltuationen unter geo-
metrischen Gesichtspunkten. Das beinhaltet:

a) Anknlipfen an unmittelbare, konkrete Erfahrungen;

b) Explizitmachen von Strukbturen, wo sie realiter vorfind-
bar sind;

@) AnfHdnge von Geometrie unterhalbk der mathematischen 5pra-
che;

d) Klirung von Strukturen im Hinblick auf ihre spitere Ver=—
wendbarkeit.

4) Geomctrie in der Grundschule sollte aus motivationalen
criinden von Anwendungsfidllen ausgchen, in denen sich geo-
metrische Strukturen besonders eignen, Probleme zu lbsen.

5) Hauptaufgabe des Geometrieunterrichts In der Grundschule
ist die Entwicklung der Raunanschauung, coder allgenein des
Operierens bzw. Denkens in geometrischen Grundvorstel lun—

gen.

Aus den Beitrdgen wurde deutlich, dap Uber Legltimation und
Ziele einer Geometrie in der ¢rundschule kein Konsens besteht.
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Von elnijen rollnehmern wurde bemdngelt, daf nan den Berolel
"Geometrie ip der Grundschule® bereits nit Inhalten zu £il—
len versucht, ehe eine Diskussion mdglicher Ziele biw. Qua—
l4fikationen stattgefunden hat.

2. Geometiiz iy der Sehundarstufe {(13=19 jihrige)

Awuch dieses rhema war Gegenstand der Diskussion eiper Arleits—
gruppe.

Berliglich doy Sehwadarstufe 1 wurde von der Troblematik der Or-
gani sat ion ynd Systenatisierung der Ceonetrie auf dleser Seu-
fe ausgejangesn. Als dominierender Gesichtspurekt hat hier irs
vielen lindern der Ubergang zum ardomatiscleen Aufbau gegelten.,
Vorbild war dle Geschichte und die Philosophie der synthotdi-
schen Geomety le als strenger Wissenschaft von PLato und Iukliad
bis Filbert, <egenilber einer empirisch—anschaulichen Propideu~—
tik wird dahe | die Strenge des Aufbaus nach Axicnen, Def ini-
tionen, S&tzen und Beweisen dem Schillexr explizit als neuaos
Prinzip deut] lch zu machen versucht, Dies lst im allgeme inen
verbunden mir den Anspruch der Vollstindiglheit, also sinm
globalen mylpnatis ierungsprogramm fir dle cuklidische Geome-
trle. Die Ohjekte der Erfahrung und Anschalurag werden dabed
als flir di eses Vorhaben ungeeignete Vorgab»en angesehen. Sle
belirfen in g inne elner platonisch~lidealistischen Philomophie
der Idedli sierung zu idealen Punkten, Geradom, Eberncn umv.

Die Axiome sind nicht Konvemtionen, sondert beschreiben dle
Verhiltnisss in dieser Welt der reinen Mschauung, auf dle
sich das Ethet dor Geonetrie als strenger Wissenschaft bo-
2ieht. Viely lehrblcher flr die Geometric dor Miltelstufo ko=
ginnen roch peute ihre Einleitungskapitel In dlesem Golsto.

In aer Dimkyssion herrschte Einigkelt caritber, dif dicre Po*
sition mekladologi sch lberholt und In ihren Misprichen unter-
richtlich nieht zu verwirklichen sel. An dle §telle der (eo-
metr e als Wi ssenschaft idealer Objekte k&Snnes auch fUr &en
globalen Angatz der Aspekt der mathimatisch o Kde Eb{dung
txeten.
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g globsle Progrimm wird in den Blichern de facto nach we-
wigen feiten aufgeyeben. Komp-nenten wie Inziden:z und Oxd-
Bing werdden L¥wufid {(dbexhaupt i.icht oder nuxr unzullinglich
ehandele, und bel dsn Definitionen und Sitzen treten LUk-
Ien oder uUnmittellare axiomatisch nicht verankerte Rickgrif-
#o 2uf die Anschatyng auf,

Eemtlhungest un €inon axiomatischen Aufbau erfordern stHndig
eipliz ite Betugnalnen auf das enfiickelee Syitem, also den Be-
stand dex bisher formulierten Axiome, Definitionen und Sitze
sowile der hevedlse als Jystembestandteile. In Verbindung mit
dor anschaylich-enpirischen Geltungsebene stellt das einen
fortwkirenden Weehgel der Betrachtungsebenen dar. Bel ednem
global on Programm bedeuten beide Anforderungen eine Uber-
schxet tug der Motivierbarkelt und M8qlichkediten der Schillex
der entsprechemden Altersstufe,

Die Systenoxiemtiértheit hat zudem einengende duswirkungen
Mif 0f ¢ Ausgwahl und Bearbeitung von Problemen und Anvendun-
gin, dle In lhwer Urspxlnglichkeit hiuflg anderes Hinter-
grusdw lssen . anders Methoden und Vorstellungen aktualisieren,
alg 8i< redch den Stand der Systementwicklung und in der Sy-
stemjeburrdemhe it 2yr Verfligung stehen. Auf dieser Basis be-
smtand bei den DigXussionesteilnehmern Einigkeit darither, daf
dle in der pidaktik dex Mathematik in den letzten Jahren be-
triebene Suche #eeh dem besten Aviomensyaten filr dem Geometrieun=
torxicht dexr Miteolgtufe nur graduclle Unterschiede bewirken
)inn und s prinziplelles Problem falach gestellt ist., Wohl
abeE haben dlesme thtersuchungen zur Aufhellung von Zusammen=
ningen belgetragen, dexen Beherrschung zur mathematischen
Ortshesti nmung dax jewelligen unterrichtlichen Situationen
£lr dem Lothzer von gt8Bter Bedeutung ist,

Gigeniikor der globalen Systemorientiertheit bietet die Eokale
Onanisation der £fr dis Idsung bestimmter Probleme oder das
vorstindn ls bestismter Phimomene erforderlichen Zusammenhdn=
gt elner Aleorrtive, Aie im Prinzip im Geonmetrieunterricht
ralont mou i{mt, jedoch einex stirkeren methodologischen und
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didaktischen Entfaltung bedarf. Insbesondere wurde in dieser
Hinsicht auf die frihzeitige Verbindung von Geometxie urd
Algebra hingewiesen, die den Spielraum der Methoden zur lo-
kalen Organisation erheblich erweitere, Es wurde die Frage
diskutiert, mach welchen Gesichtspunkten Bereiche der Geo—
metrie, Probleme und Anwendungsgel iete filr eine lokale Orga-
nisgation ausgewdhlt werden sollen.

Grundsft=zlich sind zwel Arten von lokaler Drganisatiun Zu un-
terschelden, Die eine ist gleichsamn Veft;ial,‘sié flihrt zu
Abstraktionen wie Inzidenzstrukturen oder einem allgemeinen
Abstandsbegriff (metrische RHume). Sie wird behexrscht durch
kleine, ndcht-hategorische Axiomensysteme. Dle andere ist gleichsam
horizontal. Sie stellt ein partielles (Logdiches Ondnen dar oh-—
ne fnderung der begrifflichen bzw. ontologischen Ebene., Flr
den Unterricht der Mittelstufe kommt in erster Linie die lo-
kale Organisation der zwelten Art in Frage. Kleine Versuche
in Richtung der ersten Art k8nnen jedoch dazu dienen, die zZum
Versgtindnis der Geometrie als deduktiver Wissenschaft notwen-
digen Lisungen von den ontologischen Bindungen vorzuberciten.

An dieser Stelle sei auf einen Diskussionspunkt hingewiesen,
der durch den Vortrag von W, Servails aufgeworfen und mehrfach
bel verschiedenen Gelegenhelten angesprochen wurde. Er be-
trifft die Auffassung der Geraden &3 Purkimengen, wie sie von
Servals auch unter Zulassung endlicher Geometrien flix die Se-
kundarstufe I vorgetragen wurde,

Er wurde gefragt, ob die Xinder hier nicht zu einer Auffas-
sunyg lberredet wirden, die sie als fremd zu ihron anschauli-
chen Vorstellungen empfinden und die Ihnen unnatiirliche Rede-
velsen abverlangt, deren Einllbung den Akzent des Unterrichts
ungebihrlich auf formale Nebenslchlichkelten verlagext., In
der mengentheoretischen Beschreibung weiterer Objekte wie
Streckenzlige, Winkel usw, trHten dann die Hindernisse einer
verfrihten Explizitheit besonders in Erscheinung. Es wurde
darauf hingewiesen, daf man es bei einer solchen Auffassung
in der Geometrie plttzlich mit Mengen von Mengen zu tun hat,
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wihrend man vorher nur aus einer Grundmenge ausgesondert
hahe.

Obwohl zu jedem Modell einer mit drei (oder zwei) Sorten von
Grundobjekten (Punkte, Gereilen, Fhenen) dargestellten Inzi-
denzgecmetrie ein Ls@mgxpﬁes meng=ntheoretisches Modell éxi‘
stiere, sei es auch flir manche Interpretationen nittzlich,
Geraden (und Ebenen) nicht als Punktmengen aufzufassen.

Fiir dem Unterricht wurde von einigen Diskussionsteilnehmern
eine allmihliche Einfilhrung und gelegentliche, aber keines—
wegs dominierende Mengensprech- und —schreibweise vorgeschla—
gen. Falls auf geometrische Objekte Abbildungen angewendet
wiirden, sei es sinnvell, die Objekte als Punktmengen aufzu-
fassen. Zunichst sei jedoch der kindlichen Auffassung gemig
davon auszugehen, das auf jeder Geraden unendlich viele Punk-
te liegen, wobei der Standpunkt des potentiell Unendlichen

angemessen sei.

Sodann wurde auf die Gefahr einer zu frilhen lokalen Systena-
tisierung und der Dominanz der kleinen Theorien, etwa die
systematische Behandlung der eukl idischen Bewegungsgruppe als
theoretischer Rahmen fiir Symmetrieprobleme, hingewiesen. Da-
hinter stand die Frage nach den Quafifikationen , die beim Schii—
ler im Geometrieunterricht der Sekundarstufe I entwickelt
werden sollen. Hervorgehoben wuxrden Fihigkeiten, wie sle zur
1&sung von Problemen aus der kombinatorischen Geometrie er—
forderlich sein. Sie erlauben die Entwicklung geometrischer
Intuition und geometrischer Sprache chne sogleich auf legi-
sche Organisation zu dringen. Geometrie ist hier Medium der
Mathematik und nicht in erster Linie Reflexionsgegenstand.
Vermutlich kommt diese Auffassung dem heutigen Verstidndnis
von Geometrie im Rahmen der Gesamtmathematik am nichsten.

Hinsichtlich der Schundarstufe 11 bedauerten einige Diskussions-

teilnehmer, daf mit der Betonung der Linaten Algebra h&ufiy wg-f
sentliche Komponenten der Geomstrie verdridngt wirden: Liﬂéaﬁéfﬂ
Algebra sei kein Surrogat flix Geometrie. Um im Rahmen der
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linearen Algebra geometrische Interpretationen bewerkstel-
ligen zu kdnnen, milsse man erst einmal geometrisch zu den-

ken gelernt haben.

Andererseits erlaube jedoch die Verwendung der linearen Al-
gebra in verschiedenen Teilen der Mathematik partiell die
Ubertragung geometrischen Denkens in andere mathematische Ge-
biete, woflir die Funktionalanalysis, in der Begriffe wie Li-
nearitdt, Abstand, E@nveﬁitét; Fixpunkt usw. vorkommen, ein

Musterbeispiel sei,

Bei der Behandlung der Geometrie in der Sekundarstufe II auf
der Grundlage des im Mittelstufenunterrichts vorbereiteten

Begriffs-des zwei- bzw.drei-dimensionalen reellen Vektorraums
ergeben sich u.a. Probleme bei der Einfihrung der Norm und

des Skalarprodukts, falls man nicht gleich auf die koordina-
tengebundenen Standarddefinitionen abzielt. In diesem,Zusam-
menhang wurde von einigen Diskussionsteilnehnmern fir die vom
Skalarprodukt unabhdngige Behandlung der verschiedenen Mog=—
lichkeiten, eine Norm einzuflihren, und damit filr die Behand-
lung der Minkowsk{-Geometrien, die interessante Anvendungen be

sitzen, plddiert.
Eine globale synthetische Behandlung der euklidischen Geone-
trie auf dieser Stufe fand keine Unterstiitzung. Anstatt die

euklidische Geometrie als in einem kategorischen Axiomensy-=

_stem dargestellten Monolithen anzusehen, solle man besser be-—

stimmte Aspekte wie lineare Strukturen, InziéEhzstruktuien,
Abstandsstrukturen, abheben und mit ihrer éijfe geometrisches
Denken universeller verfligbar machen. In diesem Zusammenhang
wardenn auch endfiche Modelle, wie sie etwa in dexr Kodierungs-—
theorie auftreten, als interessante aktuelle Anwendungsberei-

che genannt.
3, Geometiie 4n den Ausbildung den Lehnen

Die Diskussion zu diesem Thema konzentrierte sich auf zwel

Hauptfragen:
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a) Welche fachlichen Voraussetzungen benbtigt der kilnftige
Lehrer, um erfolgreich Geometrie lehren zu k&nnen?

b) Wie kann die fachliche mit der didaktischen Ausbildung
verbunden werden?

Im Zusammenhang mit der ersten Frade wurde {ibereins timmend
festgestellt, dad die Gecmetrie im Lehrangebot der Universi-
t4iten zu stark vernachlissigt wiixrde und die fachlichen Vor-
aussetzungen flir die Lehrer im allgemeinen nicht gewdhrlei-
stet seien. Insbesondere fehle es den Lehrern an Kemntnissen
und Ubung in der klassischen Geometrie. Eine Wiederbelebung
der euklidischen Geometrie des Anschauungsraumes, etwa in‘
Verbindung mit darstellender Geometrie, sei notwendig. Als
unbedingt erforderlich wurden Kurite angesehen, die die wis-
senschaftlichen Grundlagen der Schulgeometrie behandeln. Da-
zu milBten aber auch Einblicke in die Topologie und die alge-=
brailsche Geometrie als gegenwirtig wichtige moderne Fox-
schungsgebiete mit geometrischen Problemen und Methoden tre-
tem. ’

Das Verfligen {ber inhaltliche Kenntnisse wurde jedoch als
nicht allein ausschlaggebend angesehen. Besonders der Mathe-—
matiklehrer milsse Erfahrung im Problemlésen und der viel-
filtigen Verwendung gécmgtrigche: Methoden besitzen,

Gerade wegen der Schwierigkeiten, aus dem systematischen Lehr~-
angebot der Mathematik fiir den Geonmetrieunterricht geeignete
Voraussetzungen beim Lehrer zu schaffen, wurde die Entwick-
1uang didaktisch afient£ert3r Geonmetriekurse an den Universi-
titen als geelgnete Form der Verbindung von fachlicher und
unterrichtsbezogener Ausbildung empfohlen.

4. Paobleme, Methodep, Systeme

Problemor ientiertheit und Problemldsen waren Gegenstsnde ins-
besondere der VortrX¥ge von R. Stowasser, T. Fletcher und
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G. Glaeser und der anschliefenden Diskussionen.

In der Diskussion des Vortrags von R. Stﬂwassérlwurde s80=

gleich eine Reihe von Fragen aufgeworfen:

o Erkennt der Schiiler hinter den Problemen die allgemeinen
Zusammenhdnge?

o Lernt er von isolierten Problemen aus allgemeinere L8sungs-—
methoden kennen?

o Lernt er L¥sungsstrategien, die er auf andere Probleme
transferieren kann?

o Welchen Realit#dtsbezug haben die ausgewihlten Problembei-
spliele und wie wichtig ist der Realititsbezug?

0 Sollten Probleme vor allem Zuginge zu geometrischen Themen
er5ffnen oder auch im weiteren Unterricht ein stdrkeres Ge=
wicht haben?

o In welchem Verh#iltnis sollen einzelne Probleme zu explizit
gelehrten Methoden und zur Systematik im Aufbau des Unter-
richts stehen?

o Nach welchen Gesichtspunkten sollen Problemfelder struktu-
riert werden?.

o Itst ein stark problemorientierter Unterricht £lr manche
Schiller nicht zu schwierig?

in der Erdrterung dieser Fragen wurde betont, daB der problem-
orientierte Unterricht verdchiedene Adpehte besitze, die alle
einseitig Uberbetont werden k&énnten. Es kime jedoch auf eine
ausgewogene Berilicksichtigung der Aspekte an. Als wichtig
wurde angesehen, daB der Schiller nicht nur Probleme vorge-
setzt bekommt, sondern lernt, sich selbst Probleme zu stellen,
Dazu kann insbesondere die Nachbereitung eines geldsten Pro-
blems dienen, in der nach 8hnlichen Problemen, Verallgemeine—
rungsmglichkeiten usw. gefragt wird. Ferner kann die Bear~
beitung eines Problems, bei der Schwierigkeiten auftreten,
ginnvoll zur Variation des Problems fithren. Sodann sollten

im Unterricht Problemfelder und offene Probleme bereitge-
stellt werden, aus denen ein Schiiler sich Einzelprobleme zur
Bearbeitung aussuchen kdnne. '

Der Realititsbezug von Problemen wurde vor allem unter dem
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Gesichtspunkt des Realitdtssinns der Schtler und der moti-
vierenden runktion der Realitidtsbezogenheit diskutiert. Oft

besonders anregend filr Schiiler. Das gelte aber auch fir Wis-
senschaftler. Die Geschichte der Wissenschaft zeige, daB der
Realitditsbegriff komplex sei und daB oft unerwartete Modelle
zur Beschreibung der Wirklichkeit geeignet selen. Anderer-
seits seien viele stark realitditsbezogene, einfach zu stel-
lende Probleme aufierordentlich schwierig und auch in der
Wissenschaft nicht gelbst.

Um den unterschiedlichen Interessen und Begabungen der Schii-
ler entgegen zu kommen, wurde empfohlen, Einseitigkeiten in
der Auswahl der Probleme und der geeigneten Methoden zu ver-
meiden und eine Vielfalt von Methoden zu entwickeln und zu~
zulassen.

Im Zusammenhang mit dem Vortrag von G. Glaeser wurde die
Konkhetisienung mathematischer Strukturen duxch Situationsmodelle,
Spiele usw., in deren Kontext damn Problene formuliert werden,
errtert. Als Argument flir die Verwendung solcher Konkretisie-
rungen wurde u,a. angefihrt, daf dadurch wohldefinierte mathe~
matische Fragestellungen geschaffen wilrden, die unmittelbar

zu mathematischer Argumentation fuhren und typisch mathema-
tisches Denken f&#rdern. Die Situationen aus der natfirlichen
Umwelt seien dazu im allgemeinen 2zu komplex. Andererseits
wurde geltend gemacht, dap héufig lbersehen wiirde, daB bei
den Kindern doch Sekundirmerkmale der Konkretisierungen und
Repr3#sentierungen eine primire Bewertung erfahren und daf die
gewlinschten Begriffsbildungeﬁ und Erfahrungen individuell
nieht nach den Zielvorstellungen des Lehrers verlaufen, vas

zu erheblichen Lernschwierigkelten kel einzelnen Kindern fih-

ren kénne.

In der Diskussion zum Vortrag von T. Fletcher yurde die Auf-~
fassung vertreten, daf es nicht die Aufgabe des Unternnichts sei,
die Schiller im Problemlésen auszubilden, Man kénne in einer
allgemeinbildenden Schule nicht erwarten, dal alle Schillar
Fir mathematische Probleme wie ein Mathematiker aufgeschlossen
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selen. Vielmehr sei es Aufgabe der Schule, durch die M&g-
lichkeit der eigenen Erfahrung und Teilhabe dem Schiiler
deutlich zu machen, dag Mathematiker Probleme lé&sen und
das Mathematik, insbesondere Geometrie, von verschiedenen
Lenten verwendet wird, z.B. von Architekten.

- gur Frage der Stellung der Probleme im Unterricht wurden

noch vier als grunds&tzlich bedeutsam angesehene Punkte

festgehalten:

1. Es ist wichtiger, ein Problen nit drei Methoden zu 1l¥sen
als umgekehrt. "

2. Die Aneignung von Tashniken ist notwendig, da Probleml&-
sen Kenntnisse und Methoden erfordert.

j. Der Schiller muR lernen, Fragen zZu stellen; eine Fixierung
auf das Lisen vorgegebener Probleme wire einseitig.

4. Ein angemessener problenorientierter Unterricht erfordert
hohe Flexibilitdt des Lehrers. Er muf individuelle Ansit-
ze und M8glichkeiten bel den Schillern erkennen und f£8r-
dern und Schwierigkeiten und Fehler analysieren k&nnen.

Das Verhdltnis von Problemeni, Methoden und Systematik wurde
insgesamt als aufierordentlich kompliziert angesehen und nur
in einigen Ansitzen diskutiert. Esz wurde festgestellt, daB
hier groBe Entwicklungs=- und Forschungsaufgaben der Mathema-
tikdidaktik liegen. '

5. DParatellende Geomedrie

Aus¢angspunkt der Diskussion bildete die Feststellung, daB
es bedauerlich sei, wenn heute die meisten Studenten ein Ma-
thematikstudium ohne Kenntnis der riumlichen bzw. darstellen-
den Geometrie (DG) abschlieBen. Als Zielgruppen einer ver-
gtirkten Behandlung von Médellen aus der DG wurden angesehent

1. Studierende des Faches Mathenmatik

2. Lehramtstudenten mit der Fachrichtung Mathematik

Die zweite Zielgruppe ist in Verbindung mit der Forderung.
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#i sehen, daB DG in die Mathematikcurricula aller Schul-
atufen aufgenommen werden sollte. Als Begrlindung fiir diese
Forderungen wurden angefiihrt: B '

@ DG ist wdhrend des Studlums im Zusammenhang mit anderen
mathematischen Teilbereithen (z.B. Analysis, analytische
Geometrie) von Interesse und Bedeutung. Sie gollte nach
der linearen Algebra angeboten werden.
santen und aktuellen Teilbereichen der Mathematik.

0 Elemente der DG sind Bestandteile einer allgemeinen Bilﬂung.

Dle Diskussion {iber die didaktische Umsetzung in der Schule
brachte folgende Thesen:

1». DG sollte nicht additiv, sondern integriert und mit ver-

stidrktem Anwendungscharakter angeboten werden.

2. Elementare Teile der DG sollten fir alle Schiiler, auch auf
der Primarstﬁfe; verbindlich sein. Dabei kann die Theorie
zunichst zurlickgestellt werden. Zu einem spiteren Zeit~
punkt miiften allerdings einzelne Begriffe expliziert wer-
den.

3. Die sich anbietenden Verbindungen zu anderen Schulfichern
(z.B. Geographie, Arbeitslehre) sollten ausgenutzt werden.

Bls ein méglicher Ausgangspunkt fir Betrachtungen im Sinne

de¥ DG kann das Lesen und Erstellen von technischen Zeichnun=

gen bzw.'Landkarten angesehen werden. Zu einem sehr viel spd-

teren Zeltpunkt kénnten perspektivisches Zeichnen oder das

hnalysieren perspektivischer Verzerrungen Themen von Arbeits-

gemeinschaften sein.

Als gegenwlrtige Probleme wurden formuliert:

¢ DG wird in den derzeit giiltigen Lehrplinen nicht oder nur
am Rande erwdhnt.

¢ DG steht in den Lehrblichern isoliert und wird in der Regel
rnicht bearbeitet,

Als Eilnschrinkungen flUr die Zukunft erbrachte die Diskussion:

@ Bs darf nicht wieder zu giner Systematisierung der DG kom= -

men,
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© Was soll in der fachlichen Lehrerausbildurg zugunsten
der DG geklirzt werden?

6. Visuefle Mathematik

Die Ausfiihrungen A. Bishops zu diesem Thema fanden teilweiw
se starken Anklang, riefen aber auch eine Reihe kritischer
Reaktionen hervor.

Unterstiitzt wurde die Thematisierung eines erweiterten Verw
stindnisses geometrischer Anschauung im Sinne von visuelley
Mathematik,die in vielen Aktivititen und Darstellungsweigen
der Mathematik zum Ausdruck kommt. Insbesondere wurde auf die
Rolle der UViagramme der verschiedensten Art hingewiesen, deyen
Berilcksichtigung Bishop aus seinen Betrachtungen ausgeschlos~
sen hatte. .

Best#tigt wurde, daB der {ibliche Unterricht die Entwicklung
visueller Fihigkeiten bei den Kindern stark vernachliasigt
und daB hier vielversprechendes Material zur Fbérderung vorw
gelegt wird, dessen Wirkung auch unter dem Gesichtspunkt deﬁ
Ausbildung aubverbaler Aktivitdten diskutiert wurde. Besonders

emotional gestdrten Kindern hingewiesen (Marion Walter).

Andererseits wurde vor visueller Artistik gewarnt und vor
Uberforderungen, die den individuell unterschiedlichen Anla~
gen und kognitiven Stilen der Kinder nicht gerecht werden.
In Bezug auf den Geometrieunterricht wurde von eilnigen Diskuys~
sionsteilnehmern in Bishops Vorschligen eine sinnvolle Ex~
ginzung gesehen, nicht aber eine Alternative zum Geometrigw
unterricht. Es treffe nicht zu, daf der Geometrieunterrichi
fur die Grundschule grundsdtzlich falsch angelegt sei und die
Kinder nicht anspreche und f8rdere., Es wurde auf die Gefahy
hingewiesen, daB mit einer Orientierung des Unterrichts im
Sinne einer Schulung visueller Fihigkeiten eine Zersplitia~
rung in mathematisch isolierte Einzelprobleme verbunden s&d.
In einer Stelluﬁgnahme wurde betont, daf die mit visueller ‘
Mathematik gemeinten Fihigkeiten und Fertigkeiten fiir die
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mathematische THtigkeit HuBerst fruchtbar seien, daB sie
allein jedoch noch nicht Mathematik ausmachten. Zur Mathe-
matik geh&rten logische SchluBfolgerungen,und diese liefen
sich nicht mit den Augen und Sinnen vollziehen,

Bezliglich der Onganisation von Probfemen standen sich folgende

Ansichten gegenilber:

a) Neue Probleme kénnen im allgemeinen nur im Rilckblick auf
schon geléstgiErablema und die dabei verwendeten Ldsungs=
strategien effektiv geldst werggng

b) Die Strukturierung nach Problemsequenzen kann die L&sung
neuartiger Probleme blockieren.

7. Weitene Cishussionspunkie

In der abschliefenden Besprechung standen neben einer Reihe
von Einzelfragen noch einmal zwei grundlegende Probleme, die
wihrend der Tagung mehrfach beriihrt worden waren, zur Diskus-
sion:

1. Welche Minimatlkenntnisse in Geometrie sollte ein Schiiler am
Ende der Sekundarstufe I besitzen, insbasondere im Hin-
blick auf eine berufsbezogene weitere Ausbildung?

2. In welechem Kontext und mit welchen Ziefen soll Geometrie
im Unterricht entwickelt werden?

Auf keine der schwierigen Fragen konnten blndige Antworten
gegeben werden. Um bessere Antworten auf die erste Frage 2u
finden,wurde von einigen Tagungsteilnehmern vorgeschlagen, Ab~-
nehmer und Benutzer der Mathematik in verschiedenen Berufs-
gruppen zu fragen. Man hitte vielleicht Vertreter solcher Be-
rufe zur Tagung einladen sollen. Demgegenlihex wurde aber auf
die Schwierigkeiten hingewiesen, die mit salchen Befragungen

verbunden sind, insbesondere darauf, daB die Abnehmer neue
Mbglichkeiten einer Verwendung von Mathematik, die sie selbst
nicht kennengelernt haben, nicht Ubersehen, L

' Es wire notwendlg, daB Mathematiklehrer und Mathematikdidak-

tiker sich mit den Verhiltnissen in den jeweiligen Berufs-
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- sphliren und den dazugehlrigen Ausbildungssituationan selbst
intensiv auseinandersetzten, um ein ausgewogenes Bild eines
Allgemeinbildung wie Berufsorientiertheit verbindenden Geo-
metrielehrplans zu-entwickeln.

Zur Frage der Beaugsorientiertheit vertrat T. Fletcher die Auf-
fasgung, daf diese nicht zu eng und zu direkt gecehen werden
dilrfe. In der allgemeinbildenden Schule solle Mathematik so
gelehrt werden, daB den $chiilern deutlich wilrde, warum Mathe-
matik fdr andere Leute Pedeutung habe (why mathematics matiers
to other people ). Es kommg darauf an, soviel zu vermitteln,

daB mit diesen Leuten dig Kommunikation ilber ihre Verwendung
von Mathematik m&glich sei. Der Mathematikunterricht milsse
deshalb die Beziehung zu den anderen Fichern pflegen. Fiir die Ma-
thematiklehrer bedeute das, dap sie sich mehr als Kollegen
 anderer Benutzer von Mathematik verstehen und orientieren
sollten. Hier seien falgche Entwicklungen und iééﬁiertg Stand-
punkte in Zukunft zu Ubgrwinden. -

Diese Perspektive wurde auch bei den Versuchen zur Beantwor-
tung der zweiten Frage herangezogen, bel deren Erdrterung ne-
ben dem Spielraum von Problem, Methode, System vor allem die
Entwickeung und aktive Beteiliqung des Leanenden Kindes 4m Voadergrund
stand, Bei der Zielbestimmung milsse den schichtungsspezifischen
und kognitionspsychologigchen Unterschieden der Kinder Rech-
nung getragen werden, wag die Beantwortung der Frage, was op-
timal fiir viele sei, auferordentlich schwierig mache.
Einerseits wurde gefordest, dap die Kinder beziehungshaltige
Mathematik kennenlernen sollten in einem sie interesgsieren-
den Kontext und mit den Miglichkeiten wesentlicher Selbsttd=
tigkeit. Andererseits wurde aber darauf hingewlesen, daB hier-
zu von der wissenschaftlichen Didaktik wohl Kriterier und

- Material entwickelt, nicht aber die wesentlichen Entscheidun-
gen gegenilber der Komplexltlt des Unterrichts vorweggenommen
werden kénnten, die der fahrer in konkreten Situationen saelbst
zu treffen habe.
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RENCE PROGRAM TAGUNGS PROGRAMM

Monday, September 16, 1974

15.00

15.15

16.30

(3 p.m.) Welecome by the President of the
FRG=-Subcommittee of ICMI and by the Chairman.

H.J. Votfrath , wiirzburg: _

The Place of Geometry in the Teaching of Mathematies.
An Analysis of Recent Development.

Working Groups:

Geometry in the Elementary School (ages & — 12)
Geometry at the Secondary Level (ages 13 - 18)

. The Role of Geometry in the Training of Teachers,

17. 30
18.15

Tuesda
9,00

10.15

11.30

12,30

15,00

- 16.30

Wednes
.00

10.1%

Plenary Discussion
Welcome by the Rector of the University of Bielefeld:
professor Dr. K.P. Grotemeyer.

4, September 17, 1974

@, Seavais, Morlanwelz:

A Comprehensive and Modern Teaching of Geometry
R. Sfowassen, Bielefeld:

Problemorientierte Zuglnge zur Geonetry.

G, Pichert, Glessen:

Die Bedeutung der Darstellenden Geometrie flx die Mathe-
matikausbildung.

Lunch

Working Grouns

related to the morning sessions’

Repoats by the working groups

Plenany Discusdion

day , September 18, 1974

H. Freudenthal , Utrecht:
Geometrie in der Grunhdschule
A, Blshop, Cambridge:

Vigual Mathematics
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11. 30 §, lyanaga, Tokyo:

A Combined Geometry-Algebra Curriculum for Japanese

Secondary Schools
12. 30 Lunch

15.00 Working Groups
related to the morning sesslons

16.30 Reports
Plenany Discudsion

Thursday, September 19, 1974

9.00 G, fwald, Bochum:
Anschauung und Axiomatlk, dargestellt an einer Begr(ndung
der absoluten Geometrie.

10.15 T.J, Fletcher, Darlington:
Geometrical Insight and Solution of Problems.
The Solution of Polynomial Equations.

11.30 G. Glaeser , Strasbourg:
Die Inzidenzgeometrie im Dienste einer progressiven und
polykonkreten PHdagogik

12,30 Lunch

15.00

related to the morning sessions

16.30 Repoats by the working groups

Plenary Discussion

17.45 Projection of films: "Minoes", "Quadrate in Quadraten",
"punktgitter", "Zahlengitter I", produced by
H. Bauersfeld et al.
Friday , September 2o, 1974
9,00 Free Statements
Finat Discussion

12,00 Lunch
, - Tadp by Bus to the Externsteine, Coffee at Silberbachtal-
Milhle, Walk, Dinner at Blomberg Burghotel

23,00 Return to Blelefeld

1
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LIST OF PARTICIPANTS

Artmann, Benno
Barner, M.
Hauersfeld, Heinrich
Baumann, Rildeger
Baumgartner, Erich
Becker, Gerhard
Ball, A.W.
Bergmann, A.
Bishop, A.J.
Blinsdorf, Klaus
de Boer, D.
Bosman,; J.N.
Brasse, Hartmut
Brolin, Hansa
Bucher

Burscheid, Hans-Joachim

Bussmann, Hans
Denneberqg, Dieter
byrszlag, Zygfryd
Dzick, Eckart
Ernestam, Arne
Ewald, G.

Falke, Christine
Fischer, W,
Fletcher, T.J.
Freudenthal, Hans

TEILNEHMERVERZEICHNIS

Darmetadt
Freiburg
Blelefeld 10M
Lilneburg
DlUsseldorf
Bremen .
Nottingham/Grofbritannien
DMigaeldorf ]
Cambridge

Kiel

Utrecht/Niederlande
Utracht IOWO/Niederlande
Unna

Uppsala/Schweden

Brilon

Wuppertal

Bielefeld IDM

Garbsen

Opole/Polen

Lilneburg

Uppsala/Schweden

Bochum

Bremen

Bremen
Darlington/Gropbritannien
Utrecht/Niederlande

Gelss, Fritz Moerfelden

Gilissen, L.J.M. 0dijk/Niederlande
Glaeger, Georges Strashourg/Frankreich
Glaser, Herbert Schweinfurt

Greger, Karl Géteborg/Schweden
Grotemeyer, K.P. Bielefeld

Heink, Gisela Berlin

Holland, Gerhard Glefen

Infantozzi, Carlos Alberto Montevideo/Uruguay
Iyanaga, S. Tokio/Japan
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Jdger, Dicter
Jahnke, Niels
0'Keefe, C.C.
Kieffer, Lucien
Kinder, H.P.
Klawonn, Dagmar u.
Kleist, Gunter
Kliem, Uwe
Kremers, W.

Kunle, H.

Kurth, Ina
Laugwitz, Detlef
Leenders, C.P.
Loéttgen, U.
Melijer, G.H.
MeipBner, Hartwig
Meuer, Jlirgen
Meyer

Mies, Thomas
M&ller, H.

de Moor, E.W.A.
Moritz, Peter
Neill, Hugh

Otte, Michael
Pickert, Glnter
Radatz, Hendrik
Reinhardt, Rudolf
Rinkens, H.-=D.
Servais, Willy
Siemon, Helmut
Slaby, Christoph
Soeteman, D.W.
Spiegel,; Hartmut
Schmihling, Reiner
Schmidt, Jirgen A,
Schneider, Wiland
Schoemaker, G.
Sch¥énbeck, Jlrgen
Schrage, Rosemarie
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Klaug

Dlisseldorf

Bielefeld IDM
Dublin/Irland
Luxemburg/Luxemburyg
Mlnster

Recklinghausen
Bremerhaven

Utrecht IOWO/Niederlande
Karlsruhe

Bremen

Darmstadt

Utrecht ICWO/Niederlande
K&1ln

Utrecht IOWO/Niederlande
Minster

Lilienthal

Brilon

Bielefeld IDM

Minster

Utrecht IOWO/Niederlande
Kiel
Durham/GreAbritannien
Bielefeld IDM

Glessen

Bielefeld IDM

Berlin

Paderborn
Morlanwelz/Belgien
Poppenweller
Grosslittgen
Groningen/Niederlande
Reutlingen

Dlisseldorf

Korb

Miinster

Utrecht I0WO/Niederlande
Heidelbérg

Mlnster
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Schrick, Herbert
Schubring, Gert
Schumacher, Barbara
Schumann, H.P.
Stachel, Hellmuth
Steen, B.P.
Steinbring, Heinz
Steiner, Hans-Georg
Stelljes, Helmut
Sternemann, Willi
Stowasser, Roland
Strisser, Rudolf
Streefland, L.
Thode, Thomas
Thomessen, Karl-Heinz
Tietze, Uwe

Vogel, Dankwart
Volk, Dieter
Vollrath, H.J.
Vygin, Jan

Walter, Marion
Walther, Gerd
Weidig, Ingo
Wellstein, Hartmut
Willson, William 5.W.
Windelberg, Dirk
Winkelmann, Bernard
Winzen, Werner
Wittmann, Erich
Wode, Dieter
Wiinsche, G.

Zippel, Klaus

Minster
Bielefeld IDM
Hannover
Weingarten
Graz/Bsterreich
Dublin/Irland
Bielefeld IDM
Bielefeld IDM
Worpswede *
Miinster
Bielefeld IDM
Minster

Utrecht IOWO/Niederlande
Diigseldorf
Bochum
Gottingen
Bielefeld IDM
Miinster
Wirzburg
Prag/CS88R
Boston/Mass. ,USA
Dortmund

Landau

Wﬁfzbu:g
Birmingham/GroBbritannien
Hannover
Bielefeld IDM
Aachen
Dortmund
Hannover

Berlin

Bremen




